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Hãy bảo quản, giữ gìn xách giáo khoa để dành tặng cho các em học sinh lóp sau ? 


NHỮNG ĐIỀU HỌC SINH CẦN CHÚ Ý KHI SỬ DỤNG SÁCH GIÁO KHOA 


1. Khi nghe thầy cô giáo giảng bài, luôn luôn có SGK trước mặt. Tuy nhiên 
không viết, vẽ thêm vào SGK, để năm sau các bạn khác có thể dùng được. 
2. Về trình bày, sách giáo khoa có hai mảng : mảng chính và mắng phụ. 
Mảng chính gồm các định nghĩa, định lí, tính chất,... và thường được đóng 
khung hoặc có đường viền ở mép trái. Mảng này được in lùi vào trong. 


3. Khi gặp Câu hỏi |? |, cần phải suy nghĩ, trả lời nhanh và đúng. 


4. Khi gặp Hoạt động Â\, các em phải dùng bút và giấy nháp để thực hiện 
những yêu cầu mà hoạt động đòi hỏi. 
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CGCHƯƠNG 


'Vectơ là một khái niệm toán học mới đối với các em. 

Học chương này, các em phải hiểu được vectơ là gì, thế nào 
là tổng, hiệu của hai vecto, tích của một vectơ với một số. 
Những kiến thức này rất quan trọng, chúng là cơ sở để học 
môn Hình học của cả ba lớp 10, 11 và 12. 


CÁC ĐỊNH NGHĨA 


1. Vectơ là gì 2 
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Trong Vật lí, những đại lượng như vận tốc, gia tốc, lực,... được gọi là 
đại lượng có hướng. Để xác định các đại lượng đó, ngoài cường độ của 
chúng, ta còn phải biết hướng của chúng nữa. 

Ví dụ : Một chiếc tàn thuỷ chuyển động thẳng đều với tốc độ 20 hải lí một 
giờ, hiện nay đang ở vị trí M. Hỏi sau 3 giờ nữa nó sẽ ở đâu ? 

Các em có thể trả lời câu hỏi đó không ? Vì sao ? 
Hình I là hải đồ một vùng biển tại một thời điểm 
nào đó. Có hai tàu thuỷ chuyển động thẳng đều mà 
vận tốc được biểu thị bằng mũi tên. Các mũi tên 
vận tốc cho ta thấy : Tàu A chuyển động theo 
hướng Đông, còn tàu B8 chuyển động theo hướng 
Dông - Bắc. Tốc độ tàu A bằng một nửa tốc độ 
tàu 8 (do mũi tên của tàu A dài bằng một nửa mũi 
tên của tàu Ö). 


Hình I 


Như vậy, các đại lượng có hướng thường được biểu thị bằng những mũi tên 
được gọi là những VECTƠ. Vectơ là một đoạn thẳng nhưng có hướng. Để 
biểu thị cho hướng của đoạn thẳng ta thêm một dấu "#" vào một trong hai 
điểm mút của đoạn thẳng đó. 

Giả sử ta có đoạn thẳng AB (cũng có thểviết  _ y x4 ——— 
là đoạn thẳng B4). Nếu thêm dấu "> " vào 
điểm Ö thì ta có vectơ với điểm đầu là A và 
điểm cuối là B (h. 2a). Nếu ta thêm dấu 
"„" vào điểm A thì ta được vectơ với điểm đầu là B và điểm cuối là A (h. 2b). 
Như vậy, vectơ là một đoạn thẳng đã xác định một hướng nào đó trong hai 


4) L 
Hình 2 


hướng có thể có của đoạn thẳng đã cho. Hướng của vectơ là hướng đi từ 
điểm đầu đến điểm cuối. 


ĐỊNH NGHĨA 
Veetơ là một đoạn thẳng có hướng, nghĩa là trong hai điểm 
mút của đoạn thẳng, đã chỉ rõ điểm nào là điển đâu, điểm 
nào là điểm cuối. 
Kí hiệu 
Nếu vectơ có điểm đầu là # và điểm cuối là X thì ta kí hiệu vectơ đó là 
MN. 
Nhiều khi để thuận tiện, ta cũng kí hiệu một vectơ xác định nào đó bằng một 


chữ in thường, với mũi tên ở trên. Chẳng hạn vectơ đ, b, ở, ÿ,.... 


Vectơo-không 


Ta biết rằng mỗi vectơ có một điểm đầu và một điểm cuối ; mỗi veetơ hoàn 
toàn được xác định nếu cho biết điểm đầu và điểm cuối của nó. 


Bây giờ, với mỗi điểm #M bất kì, ta quy ước có một vectơ mà điểm đầu là M 


và điểm cuối cũng là M. Vectơ đó được kí hiệu là MM và gọi là 
vectØ-không (có gạch nối giữa hai từ). 


| Veetø có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau gọi là veeto-không . 


2. Hai vectơ cùng phương, cùng hướng 


Với mỗi vectơ AB (khác veetơ-không), đường thẳng AB được gọi là gử 


của veetơ AB. Còn đối với vectơ-không AA thì mọi đường thẳng đi qua A 
đều gọi là giá của nó. 
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Hình 3 


a) Trên hình 3, ta có các vectơ AB, DC, EE, MN, QP. 


Hãy chú ý đến hai vectơ AB và DC, chúng có giá song song, với nhau. Hai 


vectơ AB và #£# cũng có giá song song. Còn hai vectơ DC và EƑ thì có 
giá trùng nhau. 


Trong các trường hợp đó, ta nói rằng : Các vectơ AB, ĐC, EF có cùng 
phương, hay đơn giẫn là cng phương. 

Hai vectơ MN và QP có giá cất nhau. Ta nói hai vectơ đó không cùng 
phương. Vậy ta có định nghĩa 


b) Bây giờ hãy chú ý tới các cặp vectơ cùng phương trên hình 4. 


Hai vectơ được gọi là cùng phương nếu chúng có giá song 
song hoặc trùng nhau. 


Rõ ràng vecto-không cùng phương với mọi vectơ. 
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Hình 4 
Hai vectơ AB và CD cùng phương, và hơn thế các mũi tên biểu thị AB và 
CP có cùng hướng, cụ thể là hướng từ trái H sang phải. 
Trong trường hợp HỒY ta nói : Hai veetơ AB và CD cùng hướng. 
Hai vectơ MN và 72 cùng phương, tuy nhiên ta thấy rằng chúng không 


cùng hướng vì vectơ MN hướng lên phía trên, còn vectơ PỐ thì hướng, 
xuống phía dưới. 

Trong trường hợp này, ta nói : Hai veetơ MN và T72) ngược hướng. 

Như vậy 


Nếu hai vectơ cùng phương thì hoặc chúng cùng hướng, 


hoặc chúng ngược hướng. 


qe#" CHÚ Ý 


7Ta quy ước rằng vectơ-không cùng hướng với mọi vectơ 


3. Hai vectơ bằng nhau 


Mỗi vectơ đều có một độ đài, đó là khoảng cách giữa điểm đầu và điểm 


á|. 


cuối của vectơ đó. Độ dài của vectơ đ được kí hiệu là 
Như vậy, đối với vectơ AB, Po „... tñ CỔ 
[a5| - An = na, [Pd|= po = on... 


Theo định nghĩa độ dài ở trên thì vectø-không có độ dài bằng bao nhiêu ? 


D 
Ta biết rằng hai đoạn thẳng gọi là bằng nhau nếu 
độ dài của chúng bằng nhau. Trên hình 5 ta có 4 € 
hình thoi ABCD. Bốn cạnh của hình thoi là bốn 
đoạn thẳng bằng nhau. Bởi vậy ta viết H 
AB= AD= DC = BC. Hình 5 


m 
lœ 


Hai vectø AB và AD trên hình 5 cũng có độ dài bằng nhan, nhưng liệu 


chúng ta có nên nói rằng chúng bằng nhau và viết AB = AD hay không ? 
Vì sao vậy 


Còn đối với hai vectơ AB và DC thì có nhận xét gì về độ dài và hướng 
của chúng ? 
Một cách tự nhiên ta định nghĩa hai vectơ bằng nhau như sau 


ĐỊNH NGHĨA 
Hai vectơ được gọi là bằng nhau nếu chúng cùng hướng và 
cùng độ dài. 


Nếu hai vectơ ä và b bằng nhau thì ta viết ả = b. 


=a CHÚ Ý 
Theo định nghĩa trên thì các vectơkhông đều bằng nhau 
AA = BB = PP =..... Bởi vậy, từ nay các veeto-không được kí hiệu 
chung là ổ. 


1 
Â vẽ một tam giác ABC với các trung tuyến 4D, BE, CF, rồi chỉ ra các bộ ba 


vectơ khác 0 và đôi một bằng nhau (các vectơ này có điểm đầu và điểm cuối được 
lấy trong sáu điểm A, B, C, D, E, F). 


Nếu ở là trọng tâm tam giác ABC thì có thể viết A6 = GD hay không ? Vì sao ? 


2 
Ñ. vectơ và một điểm Ø bất kì. Hãy xác định điểm A sao cho ÓA = đ. Có bao 
nhiêu điểm A như vậy ? 


Trong Vật lí, một lực thường được biểu thị bởi một vectơ. Độ dài của vectơ 
iểu thị cho cường độ của lực, hướng của vectơ biểu thị cho hướng của lực 
tác dụng. Điểm đầu của vectơ đặt ở vật chịu tác dụng của lực (vật đó 
thường được xem như một điểm). 


Trên hình 6, hai người đi dọc 
hai bên bờ kênh và cùng kéo 
một khúc gỗ đi ngược dòng. 
Khi đó có các lực sau đây tác 
dụng vào khúc gỗ : hai lực 
kéo #1 và Fa của hai người, 


ực #3 của dòng nước, lực 


đẩy Ác-si-mết F4 của nước I7 


ên khúc gỗ và trọng lực #s Hình 6 


của khúc gỗ. 


Uy-li-am Ha-min-tơn (William Hamilton) là nhà 
toán học người Ai-len. Ông đã viết một trong 
những công trình toán học đầu tiên về vectơ. 
Ông là người xây dựng khái niệm qua-téc-ni-ông, 
một đại lượng giống như vectơ, có nhiều ứng 
dụng trong Vật lí. 


1. Vectơ khác với đoạn thẳng như thế nào ? 
2. Các khẳng định sau đây có đúng không 2 


a) Hai veetơ cùng phương với một veetơ thứ ba thì cùng phương. 


§ 


b) Hai vectơ cùng phương với một vectơ thứ ba khác 0 thì cù ng phương 
©) Hai vectơ cùng hướng với một vectơ thứ ba thì cùng hướng. 

đ) Hai vectơ cùng hướng với một veetơ thứ ba khác 0 thì cùng hướng. 
e) Hai vectơ ngược hướng với một vectơ khác 0 thì cùng hướng. 

ƒ) Điều kiện cần và đủ để hai veetơ bằng nhau là chúng có độ dài bằng nhau. 


Trong hình 7 dưới đây, hãy chỉ ra các vectơ cùng phương, các vectơ cùng. 
hướng và các vectơ bằng nhau. 


Hình 7 


Gọi C là trung điểm của đoạn thẳng AB. Các khẳng định sau đây đúng 
hay sai ? 


A) AC và BC cùng hướng ; b) AC và AB cùng hướng ; 
e) AB và BC ngược hướng ; đ) |4B| = [BC H 
e) |AC|= |B€ |; Ð)| AB | = 2| B|. 


Cho lục giác đều ABCDEF. Hãy vẽ các vectơ bằng vectơ A4 và có 
a) Các điểm đầu là B, F,€ ; b) Các điểm cuối là Ƒ, D, C. 


TỔNG CỦA HAI VECTƠ 


Chúng ta đã biết vectơ là gì và thế nào là hai vectơ bằng nhau. Tuy các 
vectơ không phải là những con số, nhưng ta cũng có thể cộng hai veetơ với 
nhau để được tổng của chúng, cũng có thể trừ đi nhau để được hiệu của 
chúng. Học sinh cần nắm vững cách xác định tổng và hiệu của hai veetơ 
cũng như các tính chất của phép cộng và phép trừ vectơ. 


1. Định nghĩa tổng của hai vectơ _ 


1 


Hình 8 mô tả một vật được dời sang vị Z “ 
trí mới sao cho các điểm A, M của |) 
vật được dời đến các điểm A”, Mf”.... mà ẩ 

AA' = MM' =.... Khi đó ta nói rằng : “~đổ 

Vật được "tịnh tiến" theo vectơ AA”. | „É? 

Trên hình 9, chuyển động của một vật Hình 8 


được mô tả như sau : Từ vị trí (T), nó được 
tịnh tiến theo vectơ AB để đến vị trí (1). 
Sam đó nó lại được tịnh tiến một lần nữa 


theo Vectơ BC để đến vị trí (11). 


Vật có thể được tịnh tiến chỉ một lần để 
từ vị trí (1) đến vị trí (HH) hay không ? 1) 

Nếu có, thì tịnh tiến theo vectơ nào ? Hình 9 

Như vậy có thể nói : Tịnh tiến theo vectơ AC' "bằng" tịnh tiến theo vectơ 
AB tồi tịnh tiến theo vectơ BC. 

Trong Toán học, những điều trình bày trên đây được nói một cách ngắn gọn : 
Vectơ AC' là tổng của hai vectơ AB và BC. 


Ta đi đến định nghĩa (h. 10) 
Cho hai vectơ ä và b. Lấy một điểm A nào đó rồi xác định 
các điểm B và C sao cho AB = ä, BC = b. Khi đó vectø AC 
được gọi là tổng của hai vectơ ẩ và B. Kí hiện 
AC =ä+b. 
Phép lấy tổng của hai vectơ được gọi là phép cộng veetơ. 


L) 


LH 


8ÿ 
a 


A đ+ 


Hình 10 


Â: Hãy vẽ một tam giác ABC, rồi xác định các vectơ tổng sau đây 
a) AB+ CB ; 
b) AC + BC. 


lạ1 Hãy vẽ hình bình hành A8CD với tâm Ø (O là giao điểm hai đường chéo). Hãy viết 
vectơ AB dưới dạng tổng của hai vectd mà các điểm mút của chúng được lấy 
trong năm điểm A, B, C, D, Ø. 


ác tính chất của phép cộng vectơ 


Búgg ta biết rằng phép cộng hai số có tính chất giao hoán. Đối với phép cộng hai 
vectơ, tính chất đó có đúng hay không ? Hãy kiểm chứng bằng hình vẽ. 


xi 


Hãy vẽ các vectd ØA = đ, AB =b, BC = £ như trên 5 Đ 
hình 11. Trên hình vẽ đó 4 

a) Hãy chỉ ra vectơ nào là vectd đ + b, và do đó, z# tá 
vectơ nào là vectơ (Z + b)+ £. 

b) Hãy chỉ ra vectơ nào là vectd b + và do đó Ø € 


vectơ nào là vectd đ + ® +e€). Hình II 


c) Từ đó có thể rút ra kết luận gì ? 


Từ các hoạt động trên, chúng ta suy ra các tính chất sau đây của phép cộng 
vectơ (cũng giống như các tính chất của phép cộng các số) 


1) Tính chất giao hoán : d+b =b+; 


2) Tính chất kết hợp: (đ+b)+=ä+( 


3) Tính chất của wectơ-không: +0 = ẩ. 


= CHÚ Ý 
Do tính chất 2, các vectơ (Z + b) bể và đ+ DU + £) bằng nhau, 


bởi vậy, từ nay chúng được viết một cách đơn giản là đ + b + ẻ, 


và gọi là tổng của ba veetơ ä, b, €. 


3. Các quy tắc cần nhớ 


Từ định nghĩa tổng của hai vectơ ta suy ra hai quy tắc sau đây 


QUY TẮC BA ĐIỂM (h.12) M 


Với ba điểm bất kì M,N,P, 
fa có P 


MN + NP = MP. 


Hình I2 
QUY TẮC HÌNH BÌNH HÀNH (h.13) b) A 
Nếu OABC là hình bình hành 
thì ta có 
OA + ÓC = OB. ẹ P 
Hình L3 


. 
tò 


a) Hãy giải thích tại sao ta có quy tắc hình bình hành. 


b) Hãy giải thích tại sao ta có lh + ñ| <l#l+ bị. 
Bài toán 1. Chứng minh rằng với bốn điển bất kì A,B, C, D, ta có 
AC + BD = AD + BC. 


Giải. Dùng quy tắc ba điểm ta có thể viết AC = AD + DC. Bởi Vậy 


AC + BD = AD + DC + BD = AD + BD + DC' (do tính chất giao hoán) 


= AD + BC (quy tắc ba điểm đối với B, Ð, C). 


5 
Âu, quy tắc ba điểm, ta cũng có thể viết AC = AB + BC.. Hãy tiếp tục để có một 
cách chứng minh khác của Bài toán 1. 


Bài toán 2. Cho tam giác đều ABC có cạnh r2 ° 
bằng a. Tính độ dài của vectơ tổng AB +AC. 
Giải. Ta lấy điểm D sao cho ABDC là hình bình 
hành (h. 14). Theo quy tắc hình bình hành ta có _ rã 
AB + AC = AD. Hình 14 


Vậy [an + Ac| = [an| = An. 
Vì ABC là tam giác đều nên AB2C là hình thoi và độ dài AD bằng hai lần 


đường cao A7 của tam giác ABC, do đó AD = 2 x = = a3, 


Tóm lại, [an +Aa€l = aÃ, 

Bài toán 3 

a) Gọi M là trung điểm đoạn thẳng AB. Chứng mình rằng MA + MB = 0. 
b) Gọi Œ là trọng tâm tam giác ABC. Chứng mình rằng GA + GB + GC = Ö. 
Giải 

a) Theo quy tắc ba điểm, ta có MÃ + AM = MM = 0. Mặt khác, vì M là 
trung điểm của AB nên AM = MB. Vậy À 


MÃ + MB = Ö. : 
b) (h. 15) Trọng tâm Œ nằm trên trung tuyến 


CM và GC =2GM. Để tìm tổng GA + GB, ta 
dựng hình bình hành AGBC”. Muốn vậy, ta chỉ LỆ Min: 
cần lấy điểm C” sao cho AM là trung điểm ŒC”. Ề B 


Khi đó GA + GB = GC = CŒ. Bởi vậy Hình l5 


GA + GB + GC = CŒ + ŒC = CC = 0. 


Trong lời giải của Bài toán 3, ta đã dùng đẳng thức GC' = CG. Hãy giải 
thích tại sao có đẳng thức đó. 


GHI NHỚ 


Nếu M là trung điểm đoạn thẳng AB thì MA + MB = l H 


Nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì GÀ + GB + GC = Ö. 


=> CHÚ Ý 


Quy tắc hình bình hành thường được áp dụng trong Vật lí để xác 
định hợp lực của hai lực cùng tác dụng lên một vật. 
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10 


" 


Trên hình 16, có hai lực Fj và #2 cùng 


tác dụng vào một vật tại điểm O. Khi đó 
có thể xem vật chịu tác dụng của lực 


F= Fj + Fạ, là hợp lực của hai lực #| 


và F;. Lực được xác định theo quy tắc 
hình bình hành. Hình ló 


Câu hỏi và bài tập 


Chứng minh rằng nếu AB = CD thì AC = BD. 


Tứ giác ABCD là hình gì nếu AB = ĐC và [AB| = |Bc| ? 

Cho bốn điểm bất kì 3⁄, W, P, Ó. Chứng minh các đẳng thức sau 
a) Pö + NP + MN = Mồ ñ 

b) NP + MN = ỌP + MÔ h 

c) MN + PQ= MQ + PN. 

Các hệ thức sau đây đúng hay sai (với mọi đ và b )? 

a) |z+b|=lz|+|b|: b) |z+ B| <|z|¬+ |B|. 


Cho hình bình hành ABC Ð với tâm Ó. Hãy điền vào chỗ trống (...) để được 
đăng thức đúng, 


a) AB + AD =............ b) AB + CD =........... 
e) AB + OÄ = Tin cnn Tg d) OÄ + OC Nl2l0yi dd! 


c) ØA + OB + ÓC + ÓD ~................ 
Cho hình bình hành A8CD với tâm Ø. Môi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 


a) [AB + AD| = |ap| : b) AB + BD = BC ; 
c) OA + OB = ÓC + OD ; d) BD+ AC = AD + B. 


Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn tâm Ó. 
a) Hãy xác định các điểm AM, W, P sao cho 

OM = OA+OB; ON=OB+OC; OP =OC+ÓOA. 
b) Chứng minh rằng. OAÄ + OB + ÓC = Ö. 


13. Cho hai lực F¡ và F; cùng có điểm đặt tại Ø (h.17). Tìm cường độ lực 
tổng hợp của chúng trong các trường hợp sau 
a) Fị và Fạ đều có cường độ là 100N, góc hợp bởi #j và F; bằng 120 


(h. 17a); 
b) Cường độ của Ƒj là 40N, của Z2 là 30N và góc giữa Fj và 2 bằng 90 
(h. 17). 

Ø — 100N F5 


4) b) 
Hình 17 


§ HIỆU CỦA HAI VECTƠ 


1. Vectơ đối của một vectơ 


Nếu tổng của hai vectơ đ và b là vecto-không, thì ta nói đ là 


vectơ đối của b, hoặc b là vectơ đối của đ. 


Cho đoạn thẳng AB. Vectơ đối của vectơ AB là vectơ nào ? Phải chăng 


mọi vectơ cho trước đều có vectơ đối ? 

Vectơ đổi của yectơ ä được kí hiệu là =đ. 
Như vậy đ+(-ä) =(-ẩ)+ä = 0. 
Ta có nhận xét sau đây 


Vectơ đối của vectơ đ là vectơ ngược hướng với vectơ đ và 
có cùng độ dài với vectơ đ. 


Đặc biệt, vectơ đối của vectơ 0 là vectơ 0. 


Ví dụ. Giả sử ABC: P/ là hình l Đình hành (h.18). A B 


Khi đó hai vectơ AB và CD có cùng độ dài 
nhưng ngược hướng. Bởi vậy 


AB =~ CD và CD =~AB. p c 
Tương tự, ta có Hình 18 


BC = -DA và DA = —BC. 


1 
Â.. Ó là tâm của hình bình hành AB8CD. Hãy chỉ ra các cặp vectơ đối nhau mà có 


điểm đầu là Ø và điểm cuối là đỉnh của hình bình hành đó. 


2. Hiệu của hai vectơ 


ĐỊNH NGHĨA 
Hiệu của hai vectơ ä và b, kí hiệu d — b, là tổng của vectơ đ 
và vectơ đổi của vectơ b, tức là 
a-=b=a+(-b). 


Phép lấy hiệu của hai vectơ gọi là phép trừ vectơ. 


sy Ạ 
S.ới mẽ... b 
Sau đây là cách dựng hiệu đ - b nếu đã ———————————* 3. TP 
cho vectơ đ và vectơ b (h. 19). Lấy một L/ 
điểm Ø tỳ ý rồi yế OÄ = ä và OB - b. đ ø : L 
Khi đồ BA = đ-— b 
Hình 19 


Hãy giải thích vì sao ta lại có BẢ=ä-P (h. 19). 


Quy tắc về hiện veetd 


Quy tắc sau đây cho phép ta biểu thị một vectơ bất kì thành hiệu của hai 
veetơ có chung điểm đầu. 


Nếu MN là một vectơ đã cho thì với điểm O bất kì, ta luôn có 
MN =ON- OM. 


Bài toán. Cho bốn điểm bất kì A, B, C, D. Hãy dùng quy tắc về hiệu vectơ 
để chứng minh rằng 


AB +CD = AD + CB. 


Giải. Lấy một điểm Ó tuỳ ý, theo quy tắc về hiệu vectơ, ta có 


AB + CD = OB - OA +OD - OC 


AD +CB = ÓOD - OA + OB - ÓOC'. 


So sánh hai đẳng thức trên ta suy ra AB + CD = AD +CB. 


' (Giải bài toán trên bằng những cách khác) 


14. 


I§. 


l6. 


U. 


18. 


a) Đẳng thức cần chứng minh tương đương với đẳng thức A8 - AD = CB - CD. 
Từ đó hãy nêu ra cách chứng minh thứ hai của bài toán. 


b) Đẳng thức cần chứng minh cũng tương đương với đẳng thức AB - CB - AD - CD. 
Từ đó hãy nêu cách chứng minh thứ ba của bài toán. 


e) Hiển nhiên ta có AB + BC + CD + DẠ = 0. Hãy nêu cách chứng minh thứ tư. 
Câu hỏi và bài tập 

Trả lời các câu hỏi sau đây 

a) Vectơ đối của vectơ -đ là vectơ nào ? 

b) Vectơ đối của vectơ 0 là vectơ nào ? 

e) Vectơ đối của vectơ đ + b là vectơ nào ? 

Chứng minh các mệnh đề sau đây 

a) Nếu đ+b = # thì đ=ữ-b, b=e£-ä; 

b)Z-(Œ+£)=2-b-£; 

eđ~(b=)=d=b+ẽ. 

Cho hình bình hành ABCD với tâm Ø. Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 

a) OÄ~ OB = AB ; b) CỔ- OB = BẢ ; 

c) AB - AD = AC ; d)AB - AD = BD ; 

e) CD - CO = BD - BO. 

Cho hai điểm A, B phân biệt. 

a) Tìm tập hợp các điểm Ó sao cho OA = OB k 

b) Tìm tập hợp các điểm Ø sao cho ÓAÄ =-OB. 


Cho hình bình hành AB8CD. Chứng minh rằng ĐÁ - DB + DC = Ö. 


19. Chứng minh rằng AB = CP khi và chỉ khi trung điểm của hai đoạn thẳng 
AD và BC trùng nhau. 


20. Cho sáu điểm A, B, C, D, E, F. Chứng minh rằng 
AD+BE+CF=AE+BF+CD= AF+BD+CE. 


§ TÍCH CỦA MỘT VECTƠ VỚI MỘT SỐ 


Ta đã biết thế nào là tổng của hai vectơ. Bây giờ nếu ta lấy vectơ đ cộng 
với chính nó thì ta có thể nói kết quả là hai lần vectơ đ, viết là 2đ, và gọi 
là tích của số 2 với vectơ đ, hay là tích của đ với 2. 


Trong mục này ta sẽ nói đến tích của một vectơ với một số thực bất kì. 


1. Định nghĩa tích của một vectơ với một số 
Xét các vectơ trên hình 20. Ta hãy chú ý 
đến hai veetơ đ và Ð. Hai vectơ đó có bể 


cùng hướng, và độ dài vectơ P bằng hai 


lần độ đài vectơ đ, tức là |b| = 2ä|. S 
Trong trường hợp đó ta viết b= 2ä và < 


nói rằng : Vecfơ b bằng 2 nhân với vectơ 
ä (hoặc bằng vectơ ä nhân với 2), hoặc 


La Hình 20 
vectơ b là tích của vectơ a với số2. 


Lại chú ý đến hai vectơ € và đ. Hai vectơ này ngược hướng, và 
Khi đó ta viết ể = (—2)dđ và nói rằng : Vecfơ € bằng —2 nhân với vectơ d 


(hoặc bằng vectơ d nhân với ~2), hoặc vectơ ở là tích của vectơ d với —2. 


1 
Âx hình bình hành ABCD. 


a) Xác định điểm E sao cho AE = 2BC. 
b) Xác định điểm F sao cho AF = (-}Ƒ2. 
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ĐỊNH NGHĨA 

Tích của vectơ ä với số thực k là một vectơ, kí hiệu là kả, 

được xác định như sau 

1) Nếu k >0 thì veetơ kả. cùng hướng với vectở ả ; 

Nếu k < 0 thì vectơ kả ngược hướng với vectØ d ; 

2) Độ dài vectơ kẩ bằng |¿|.|z|. 

Phép lấy tích của một vectơ với một số gọi là phép nhân veetơ 

với số (hoặc phép nhân số với vectØ). 
Nhận xét. Từ định nghĩa ta thấy ngay lđ = Z, (—1)đ là vectơ đối của đ, 
tức là (—1)đ = —đ. 


Ví dụ. Trên hình 21, ta có tam giác ABC với M và N lần lượt là trung điểm 
hai cạnh A8 và AC. Khi đó ta có Ái 


a) BC=2MN ; MN = TC ¡ 


b) BC =(-2)NM ; MN = ) CB, 


c) AB = 2MB ; AN = ) CA. B c 
2 Hình 21 


2. Các tính chất của phép nhân vectơ với số 


Dựa vào định nghĩa phép nhân vectơ với số ta có thể chứng minh các tính 
chất sau đây 


Với hai vectơ bất kì 8, b và mọi số thực k, Ï, ta có 
1) kũä) = (Dẩ ; 

3) Ika.D#sš kẾ+T# ¿ 

3) k(a+b) = kã + kb ; k—b)= kả - kb ; 


4) kä = Ö khi và chỉ khi k= 0 hoặc ẩ = . 


Â: (Để kiểm chứng tính chất 3 với k = 3) 
a) Vẽ tam giác ABC với giả thiết AB = đ và BỂỞ = b. 
b) Xác định điểm A” sao choA'8 = 3# và điểm C”sao cho BC" = 3b. 


c) Có nhận xét gì về hai vectơ AC và A'C"? 
d) Hãy kết thúc việc chứng minh tính chất 3 bằng cách dùng quy tắc ba điểm. 


(e” CHÚ Ý 


1) Do tính chất l, ta có (—k)đ = (—1.k)đ = (—l)(kđ) = =4). Bởi vậy 
cả hai vectơ (—#)đ và —(kđ) đều cố thể viết đơn giản là —kđ. 


đ Ẵ Ì # „a5. 84 se 
cu Chăng hạn s đ có thể viết là nh 


l) SA 14, hố. tuP sớt 
2) Vectơ — đ có thể viết là 
n n 


Bài toán 1. Chứng mình rằng điển 1 là trung điểm của đoạn thẳng AB khi 


và chỉ khi với điểm M bất kì, ta có MA + MB = 2MI. 


Giải. (h. 22) Với điểm M bất kì, ta có 


A 
MÃ = MĨ + TẢ, 
=... `. j 
MB = MI + IB. M 
Như vậ 
ạy P 
MA + MB = 2MI + IA + IB. Hình 22 


Ta biết rằng 7 là trung điểm của AB khi và chỉ khi 1Ä + 1B = Ö. Từ đó SUYy ra 
điều phải chứng minh. 


Bài toán 2. Cho ram giác ABC với trọng tâm Œ. Chứng mình rằng với diểm 

M bất kì, ta có 
=—# —Á E£ =g =8 M 
MA + MB + MC = 3MŒ. 

.Š (Để giải Bài toán 2) (h. 23) A 
a) Tương tự Bài toán 1, hãy biểu thị các vectd MA, MB 
và MC qua vectơ MG và từng vectơ GÀ, GB, GC. 
_. ` cá C6 B 
b) Tính tổng MA + MB + MC. Với chú ý rằng G là trọng Ẹ 
tâm tam giác AC, hãy suy ra điều phải chứng minh. Hình 23 
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3. Điều kiện để hai vectơ cùng phương 


Ta đã biết rằng nếu b = kZ thì hai vectơ đ và b cùng phương. Điều ngược 


lại có đúng hay không 2 


"ã 


B 
⁄-—+ 
Jiếp 


Si 
HỊ 


| 


) 


Hình 24 


Xem hình 24. Hãy tìm các số k, m, n, p, q sao cho b= kả ; C= mả ; 


b= nề; Ä= ph ; ÿ =qH. 


Một cách tổng quát ta có 


Vectơ b cùng phương với vectơ ä (d # Ổ) khi và chỉ khi 


có sếk sao cho b = kả. 


Trong phát biểu ở trên, tại sao phải có điều kiện ä # 0 ? 


Điều kiện để ba điểm thẳng hàng 


Điều kiện cần và đủ để ba điểm phân biệt A, B, C thẳng 


hàng là có số k sao cho AB - kAC. 


Chứng mình. Ba điểm A, B, C thẳng hàng khi và chỉ khi hai vectơ AB và 
AC cùng phương. Bởi vậy theo trên ta phải có AB = kAC. 

Bài toán 3. Cho tam giác ABC có trực tâm H, trọng tâm Œ và tâm đường 
tròn ngoại tiếp O. 

4) Gọi 1 là trung điểm của BC. Chứng mình AH = 2Oi. 

b) Chứng mình OH = DX +ØB + óc. 


e) Chứng mình ba điểm O, Œ, H thẳng hàng. 
21 
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Giải (h. 25) 
a) Dễ thấy AH = 2OI nếu tam giác ABC vuông. 
Nếu tam giác ABC không vuông, gọi D là điểm đối xứng của A qua O. 
Khi đó 
BH II DC (vì cùng vuông góc với AC), 
BD JI CH (vì càng vuông góc với AB). 


A 
à 
Suy ra BDOCjH là hình bình hành, do đó 
1 là trung điểm của D. Từ đó ` 
AH = 2OÏ. 
F L] 


b) Ta có 


OB + OC = 20Ï = AH 


nên Hình 25 


ØA +OB + ÓC = ÓA + AH = OH. 


e) Ta đã biết OA + OB + OC = 30Œ. Vậy OH = 30. 
Suy ra ba điểm Ø, G, #7 thắng hàng. 
Đường thẳng đi qua ba điểm này gọi là đường thẳng Ø-le của tam giác ABC. 


Biểu thị một vectơ qua hai vectơ không cùng phương 


Cho hai veetơ đ và Ð. Nếu veetơ ¿ có thể viết dưới dạng £ = mã + nh, 
với m và ø là hai số thực nào đó, thì ta nói rằng : Veefơ € biểu thị được 
qua hai veefơ ä và b. 
Một câu hỏi đặt ra là : Nếu đã cho hai vectơ không cùng phương đ và b 
thì phải chăng mọi vectơ đêu có thể biểu thị được qua hai vectơ đó ? 
Ta có định lí sau đây 

ĐỊNH LÍ 


Cho hai vectơ không cùng phương d và b. Khi đó mọi 
vectơ Ý đều có thể biểu thị được một cách duy nhất qua 


hai vectơ ä và b, nghĩa là có duy nhất cặp số m và n sao 


cho Ä = mã +nb. 


Chứng mình 


tứ 
Từ một điểm Ø nào đó, ta vẽ các vectơ —°_— 
OÄ = ä, OB = ñ, OX = š (h.26). ễ 
Nếu điểm X nằm trên đường thẳng ØA ... 
thì ta có số m sao cho ØX = mmÓA. ÖA' X 
Vậy ta có 
sà A 
X=mả +0b (lúc này n= 0). đ 
tương tự, niếu điểm X nằm trên đường, 2.158 % 

thắng Óð thì ta có 

#X=08+nD (lúc này im = 0). Hình 26 
Nếu điểm Xkhông nằm trên ÓA và ÓB thì ta có thể lấy điểm A' trên ØA và 
điểm B' trên ÓOB sao cho ØA'XB' là hình bình hành. Khi đó ta có 


øX = ĐA? + OB', và do đó có các số m, nú sao cho ØX = mÓAÄ + nOB, hay 
X = mã + nb. 
Bây giờ nếu còn có hai số é' và ứó sao cho Ý = mmđ + nb = m°ẩ +nb, thì 
(m — nử)đ = (n” = n)b. 
Khi đó, nếu m # m' thì đ = ng „ tức là hai vectơ đ và b cùng phương, 
m — m 
trái với giả thiết, vậy im = m”. Chứng mình tương tự ta cũng có n = ñỶ, 


Câu hỏi và bài tập 


21. Cho tam giác vuông cân OAB với ÓOA = OB = a. Hãy dựng các vectơ sau 
đây và tính độ dài của chúng 


ØA + OB; ØA - OB ; 30A +40OB; 
øa +2,50B ; + . OB. 
4 4 KỊ 


22. Cho tam giác OAB. Gọi M, N lần lượt là trung điểm hai cạnh ÓA và ÓB. 
Hãy tìm các số z và nø thích hợp trong mỗi đẳng thức sau đây 


OM =mOA +nOB ; MN =mOÓA + nOB; 


AN =mOÓA + nOÓOB; MB = mOA + nOB. 


23. 
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Gọi 3 và Ä lần lượt là trung điểm các đoạn thẳng AB và CÐ. Chứng mỉnh rằng. 


2MN = AC + BD = AD + ñC. 
Cho tam giác ABC và điểm Œ. Chứng mỉnh rằng 
a) Nếu GÀ + GB + GC = Ö thì Œ là trọng tâm tam giác ABC' ; 
b) Nếu có điểm Ó sao cho ØG= 2(24+ OB+ F7ð) thì G là trọng tâm 
tam giác ABC 


Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Đặt đ = GA và b = GB. Hãy biểu thị 


mỗi vectơ 48, GŒC, BC, CA qua các vectơ đ và b. 
Chứng minh rằng nếu Œ và Œ' lần lượt là trọng tâm tam giác ABC và tam 
giác A'B“C” thì 

3GGŒ' = AA' + BB' + CC". 
Từ đó hãy suy ra điều kiện cần và đủ để hai tam giác ABC' và ABC“ có 
trọng tâm trùng nhau. 
Cho lục giác A8CDEZ. Gọi P, @, R, %,T, U lần lượt là trung điểm các cạnh 
AB, BC, CD, DE, EF, FA. Chứng minh rằng hai tam giác P&T và QSU có 
trọng tâm trùng nhau. 


Cho tứ giác AB8CD. Chứng minh rằng 


a) Có một điểm Œ duy nhất sao cho ŒA + GB + ŒC + GD = Ủ. Điểm G 
như thế gọi là (rọng tâm của bốn điểm A, B, C, D. Tuy nhiên, người ta vẫn 
quen gọi Ở là rrọng tâm của tứ giác ABCD. 

b) Trọng tâm Œ là trung điểm của mỗi doạn thẳng nối các trung điểm hai 
cạnh đối của tứ giác, nó cũng là trung điểm của đoạn thẳng nối trung điểm 
hai đường chéo của tứ giác. 

e) Trọng tâm Œ nằm trên các đoạn thẳng nối một đỉnh của tứ giác và trọng 
tâm của tam giác tạo bởi ba đỉnh còn lại. 


§ TRỤC TOA ĐỘ VÀ HỆ TRỤC TOA ĐỘ 


lo) lớp 7, chúng ta đã làm quen với trục và hệ trục toạ độ Đề-các vuông góc. 
Trong phần này, chúng ta sẽ nói kĩ hơn về các khái niệm đó. 


1. Trục toạ độ 


Trục toạ độ (còn gọi là trục, hay trục số) là một đường thẳng 
trên đó đã vác định một điểm O và một vectơzi có độ dài 


bằng 1. 


# o T š *# 
Hình 27 

Điểm Ó gọi là gốc foa độ, vectơ Dị gọi là yeefơ đơn vị của trục toạ độ. 
Trục toạ độ như vậy được kí hiệu là (Ó; ? . Ta lấy điểm 7 sao cho Øï =ĩ, 
tia Ø7 còn được kí hiệu là Óx, tia đối của Øx là Øx“. Khi đó trục (Ø; Ồ còn 
gọi là trục x'@x hay trục Óx (h. 27). 
Toạ độ của vectơ và của điểm trên trục 
Cho veetơ 7 nằm trên trục (Ó; . Khi đó có số ø xác định để # = aỉ. Số 
« như thế gọi là rog độ của vectơ tỉ đối với trục (O: Ồ. 
Cho điểm ẤM nằm trên trục (Ơ; ? . Khi đó có số m xác định để OM = mĩ. 
Số m như thế gọi là foạ độ của điểm M đối với trục (O; ?) (cũng là toạ độ 


của vectơ ØM). 


1 
Â„ trục Óv cho hai điểm A và B lần lượt có toạ độ là œ và b. Tìm toạ độ của vectd 
AB và vectơ BA. Tìm toạ độ trung điểm của đoạn thẳng AB 
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Độ dài đại số của vectơ trên trục 
Nếu hai điểm A, 8 nằm trên trục Óx thì toạ độ của veetơ AB được kí hiệu 
là AB và gọi là độ đài đại số của vectơ AB tiên trục Óx. 
Như vậy 
AB = AB. 
Từ định nghĩa trên ta suy ra các khẳng định sau đây : Trên trục số, 
1) Hai vectơ 4B và CÐ bằng nhau khi và chỉ khi AB = CD 
(hiển nhiên) ; 
2) Hệ thức AB + BC = AC tương đương với hệ thức 
AB + BC = AC (hệ thức Sa-lơ). 


Thật vậy, AB + BC = AC @ ABï + BCï = AC 


© (AB + BCï = ACï © AB + BC = 


2. Hệ trục toạ độ 


Trên hình 28, ta có một hệ trục toạ độ vuông 
góc. Nó bao gồm hai trục toạ độ Øx và Øy 
vuông góc với nhau. 


Vectơ đơn vị trên trục Øx là Ÿ, vectơ đơn vị 
trên trục Øy là J; 

Điểm Ó gọi là gốc føạ độ. Trục Óx gọi là rụe 
hoành, trục Óy gọi là trục tung. Hình 28 

Hệ trục toạ độ vuông góc như trên còn gọi đơn giản là hệ frục foạ độ và 


thường được kí hiệu là Oxy hay (O: Ÿ,j). 
c@@” CHÚ Ý 


Khi trong mặt phẳng đã cho (hay đã chọn) một hệ trục toạ độ, ta 
sẽ gọi mặt phẳng đó là mặt phẳng toạ độ. 
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2 ˆ 


3. Toạ độ của vectơ đối với hệ trục toạ độ 


2 
Tn, sát hình 29. Hãy biểu thị ẹ„ 


mỗi vectd đ, ?, ï, ÿ qua hai 
vectơ 1Lử dưới dạng xỈ+yŸ 
với x, y là hai số thực nào đó. 
+” + 
lạ 
ị * 
vị 
Hình 29 


ĐỊNH NGHĨA 


Đối với. hệ trục toạ độ (O:ï,j), nếu d = xỉ + yJ thì cặp số 


(x ; y) được gọi là toạ độ của vectơ đ, kí hiệu là ả = (x: y) 
hay ä(x : y). Số thứ nhất x gọi là hoành độ, số thứ hai y gọi là 


tung độ của vectơ đ. 


P1 a) Tìm toạ độ của các vectơ đ, b, tỉ, ý trên hình 29. 


b) Đổi với hệ trục toa độ (O ;¡, j), hãy chỉ ra toa độ của các vectø 0, ¡, 


3ÿ, j37+0,147. 


Nhận xét. Từ định nghĩa toạ độ của vectơ, ta thấy hai vectơ bằng nhau khi 
và chỉ khi chúng có cùng toạ độ, nghĩa là 


_ : Íx 
d(x; y) = b(X; y) © l 
v 
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4. Biểu thức toạ độ của các phép toán vectơ 


Trong mục này ta nói về biểu thức toạ độ của các phép toán vectơ sau : 
phép cộng, phép trừ vectơ và phép nhân vectơ với số. 


3 
Â:. hai vectd đ = (3; 2) và b = (4;5). 


a) Hãy biểu thị các vectd ä.bP qua hai vectơ & đế 


b) Tìm toạ độ của các vectơ £ = đ+Ö ; đ= 4ä; = 4đ-B. 


Một cách tổng quát, ta có 


Cho ẩ = (x; y) và b= (xˆ; y). Khi đó 

1ã+b =(Œ6x+xiy+y9);8f—b=(x-xiy=y); 

2) kảä = (kx; ky) với ke R; 

3) Vectơ b_ cùng phương với vectơ ả # Ö khi và chỉ khi có số. 


k sao cho x' =kv, y =ky. 


2l Môi cặp vectơ sau có cùng phương không ? 
a) 8 =(0;5) và b= (1:7); b) ï = (2003 ; 0) và ÿ = (1:0) ; 
© £=(4;—8) và ƒ =(—0,5;1) ; đ) ới=(Ý2;3) và ï = 3; 2). 


5. Toạ độ của điểm 
Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, mỗi điểm ÄZ được xác định hoàn toàn bởi 
vectơ OM.. Do vậy, nếu biết toạ độ của vectơ OM thì điểm M sẽ được xác 
định. Vì lẽ đó người ta định nghĩa 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, toạ độ của vectØ OM được 

gọi là toạ độ của điểm M. 


Như vậy, cặp số (x ; y) là toạ độ của điểm Ä⁄/ khi và chỉ khi OM = Œ;Đ). 
Khi đó ta viết M(x ; y) hoặc ẤM = (x; y). 
Số x gọi là hoành độ của điểm M, số y gọi là tung độ của điểm M. 
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Nhận xét. (h. 30) Gọi H, K lân lượt là hình chiếu của # 


M trên Øv và Oy. Khi đó, nếu M = (Y; y) thì BLese~x M 
OM = xỉ +yj = OH +OK. Suy ra Ị 
= == I 
xi = OH hay x = OH ; 0 H H 
vŸ = 0K hay y= ØK. Hình 30 
4 Mẻ 
Trên hình 31 
a) Toạ độ của mỗi điểm Ó, A, B, C, D bằng 
bao nhiêu ? toi 
+ 
b) Hãy tìm điểm E có toạ độ (4 ; -4) A 
c) Tìm toa độ của veetd AB . * 
L2) 
+ 


Tổng quát, ta có Hình 31 


Với hai điểm M(xw; yụ) và N(Yy; yy) thì 


MÃ = (Ấy — Xự LWy ~ YưỒ: 


Hãy giải thích vì sao có kết quả trên. 


CHÚ Ý 
Để thuận tiện, ta thường dùng kí hiệu (v„ ; y„) để chỉ toạ độ 
của điểm MM. 


6. Toạ độ trung điểm của đoạn thẳng và toạ độ của trọng tâm tam giác 
5 
Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho hai điểm M(v ; yụ), N(Y„y ; y„). Gọi Ø là trung 
điểm của đoạn thẳng MN. 
a) Hãy biểu thị vectơ ÓP qua hai vectơ OM và ON. 
b) Từ đó hãy tìm toạ độ điểm P theo toạ độ của M và W. 
Vậy ta có 


Nếu P là trung điểm của đoạn thẳng MN thì 


m¡ SỐ 2 SÉN và, 2 (2M: ĐẦM, 


Xp= 
r 2 d 2 
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6 
Tìm toạ độ điểm M7 đối xứng với điểm M(7 ; -3) qua điểm A(I ; 1). 


Y4 
Ân» mặt phẳng toạ độ Oxy, cho tam giác ABC với trọng tâm Ơ. 
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a) Hãy viết hệ thức giữa các vectơ OA, OB, OẺ và Oở. 
b) Từ đó suy ra toạ độ của Œ theo toạ độ của A, B, C. 


Vậy ta có 


Nếu GŒ là trọng tâm của tam giác ABC thì 
&„ S TÁC E HT 1U ý ọi c JÁ.TỦB T ĐC 
Ấy ï 


D 3 Nhé 3 


Ví dụ. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, che các điển A(2 ; 0), B(0; 4), C( ; 3). 
a) Chứng mình A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 


b) Tìm toạ độ của trọng tâm tam giác ABC. 


Giải. a) Ta có AB = (— 2; 4) và AC = (~1;3). Đo —” # © nên AB, AC 
không cùng phương, suy ra A, 8, C không thẳng hàng và chúng là ba đỉnh 
của một tam giác. 

b) Ta có Z4 TAXsg+ AC 21011 _ la là ty tLÐG - 09219 
3 3 3 ) K 


: : 1 
Vậy toạ độ của trọng tâm tam giác ABC là Í ñ 3 


Câu hỏi và bài tập 
Trong mặt phẳng toạ độ, mỗi mệnh đề sau đúng hay sai ? 


a) Hai vectơ đ(26; 9) và DÍCH 26) bằng nhau. 


b) Hai vectơ bằng nhau khi và chỉ khi chúng có hoành độ bằng nhau và 
tung độ bằng nhau. 
e) Hai vectơ đối nhau thì chúng có hoành độ đối nhau. 


d) Vectơ đ cùng phương với veectơ Ÿ nếu đ eó hoành độ bằng 0. 


e) Vectơ đ có hoành độ bằng 0 thì nó cùng phương với vectơ J: 


30. 


31. 


2 


3ã 


s 
ở 


Tìm toạ độ của các vectơ sau trong mặt phẳng toạ độ 


đ=~-i ¡ b=5j; £= 3Ÿ —4j ; 


đ-Ö: Zđ=0/151+1.3/;  ƒ =mŸ- (cos24°)Ÿ. 


Cho đ=(2;1),b.= ;4), #= (1;2). 


a) Tìm toạ độ của vectơ 1 = 2đ~— 3b + €. 


š 


b) Tìm toạ độ của vectơ Ÿ sao cho + đ= bể. 


c) Tìm các số k, ! để ể = kẩ +1b. 
Cho ñ= SỈ - SĨ vŸ = RỄ = AŸ, 


"Tìm các giá trị của & để hai vectơ #, ý cùng phương. 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

a) Toạ độ của điểm A bằng toạ độ của veetơ GÄ , với Ó là gốc toạ độ. 
b) Hoành độ của một điểm bằng 0 thì điểm đó nằm trên trục hoành. 
e) Điểm A nằm trên trục tung thì A có hoành độ bằng 0. 


) P là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chỉ khi hoành độ điểm P bằng 
trung bình cộng. các hoành độ của hai điểm A, B. 


e) Tứ giác ABCD là hình bình hành khi và chỉ khi x¿ + x¿: = xg + xp và 
YA +C = Yg + Yp- 

Trong mặt phẳng toạ độ, cho ba điểm A(-3; 4), 8(1 ; 1), C(9 ; -5). 

a) Chứng minh ba điểm A, B, C thẳng hàng. 

b) Tìm toạ độ điểm Ø sao cho A là trung điểm của 3D. 

e) Tìm toạ độ điểm # trên trục Óx sao cho 4A, B, E thẳng hàng. 


Cho điểm Ä⁄(v ; y). Tìm toạ độ của các điểm 

a) MỊị đối xứng với M qua trục Øx ; 

b) #⁄; dối xứng với M qua trục Ớy: 

c) 1M; đối xứng với M qua gốc toạ độ Ó. 

Trong mặt phẳng toạ độ, cho ba điểm A(- 4 ; l), B(2; 4), C@ ;— 2). 
a) Tìm toạ độ của trọng tâm tam giác ABC. 

b) Tìm toạ độ điểm Ð sao cho C' là trọng tâm tam giác A8D. 

e) Tìm toạ độ điểm # sao cho ABC là hình bình hành. 


ÔN TẬP CHƯƠNG I 


I- Tóm tắt những kiến thức cần nhớ 


1. 


" 


Vectơ 
— Veetơ khác 0 là một đoạn thẳng có hướng. Vectơ-không có điểm đầu 
và điểm cuối trùng nhau. Vectơ-không có độ dài bằng 0, có phương và 
hướng tuỳ ý. 
— Hai vectơ bằng nhau nếu chúng có cùng hướng và cùng độ dài. 
Tổng và hiệu các veetơ 
— Quy tác ba điểm : Với ba điểm M, NÑ, P bất kì, ta có 
MN + NP = MP. 
— Quy tắc hình bình hành : Nếu OABC là hình bình hành thì 
OA + OC = OB. 
— Quy tắc về hiệu vectơ : Cho veetơ MN. Với điểm O bất Kì, ta có 
MN =ON -OM 
Tích của một vectơ với một số 
- Nếu b= kữ (ä # 0) thì |b| = |k| lã| và 
b cùng hướng với đ khi k > 0, 
5 ngược hướng với đ khi k < 0. 
— Các tính chất 
1) kữ3) = (KH) ; 
2) (k+ ad = kả + lả ; 
3) kí +b) = kả + kb ; 
4) kể =0 @k= 0hoặc đ = Ủ. 
— Điểm7 là trung điểm đoạn thẳng AB khi và chỉ khi với điểm Ø bất kì, ta có 


Đi = (0Ä + Ø8). 


— Điểm G là trọng tâm tam giác ABC khi và chỉ khi với điểm Ø bất kì, ta có 


Øồ = s(OÄ+ Ø8 + ØỎ). 


Toạ độ của vectơ và của điểm 

— Đối với hệ trục (Ó ; Ẵ ỷ ) hay Oxy 
1) ñ= (4; b) © ñ= aŸ + bỶ ; 
2) M= (x¡ y) @ OM = (x; y). 


= Nếu A=(+x;y), B= (x'; y) thì AB = (@x= 


— Nếu ở = (x; y) và w = (v'; y') thì 


1) +Pf=(x+x;y+yD; 


2) kử = (kv; ky). 


Câu hỏi tự kiểm tra 

Hãy nói rõ vectơ khác đoạn thẳng như thế nào. 

Nếu hai vectơ AB và CD bằng nhau và có giá không trùng nhau thì bốn đỉnh 
A,B. C, D có là bốn đỉnh của một hình bình hành hay không 2 

Nếu có nhiều vectơ thì xác định tổng của chúng như thế nào 2 


Hiệu hai vectơ được định nghĩa qua khái niệm tổng hai vectơ như thế nào ? 
Cho hai điểm A, B phân biệt. Với một điểm OÓ bất kì, mỗi đẳng thức sau 
đây đúng hay sai ? 


a) AB = OA- OB ; b) ÓA- ÓB = BA ; 
c) OÄ + OB = —BẢ ; d) OA+ BƠ = -AB.. 


Có thể dùng phép nhân vectơ với một số để định nghĩa vectơ đối của một 
vectơ hay không 2 


Cho hai vectơ đ và b không cùng phương. Trong các vectơ €, PB. 


sau đây, hãy chỉ ra các vectơ cùng hướng và các vectơ ngược hướng. 


œ 
œ 


E=-0+2b¡ =-ñ+-br  ñ=38+4b: 
2 3 3 
là 2 đã Si Ly, lời # SH c2 
v=3d—b; X=-=ư--Ùb; y =-9đ +3b. 
4 3 ` 


Hai vectơ € và đ có cùng phương hay không ? Tại sao ? 


§. Cho tam giác ABC với trung tuyến AM và trọng tâm Œ. Mỗi khẳng định sau 
đây đúng hay sai ? 


a) AM =2AG ; ĐA = AM: c) MỞ = SGẢ ¡ 
đd) AG = -(AB +AC) ; e) GB = AƠ + BƠ. 


9. Cho biết toạ độ hai điểm A và 8. Lầm thế nào để 


a) Tìm toạ độ của vectơ AB ? 
b) Tìm toạ độ trung điểm của đoạn thẳng AB 2 


10. Cho biết toạ độ ba đỉnh của một tam giác. Làm thế nào để tìm toạ độ của 
trọng tâm tam giác đó ? 

III - Bài tập 

I.. Cho tam giác ABC. Hãy xác định các vectơ 


AB+BC;,  CB+BA; AB+CA; BA+(CB ; 


BA+(CA;  CB-CA:; AB-CB;  BC- AB. 
2. Cho ba điểm Ó, A, B không thẳng hàng. Tìm điều kiện cần và đủ để vectơ 
OA + ÓB có giá là đường phân giác của góc AOB. 
4. Gọi Ó là tâm của hình bình hành ABCD. Chứng minh rằng với điểm M bất 
Kì, ta có 


MO = (MÃ + MB + M + MB). 


4. Cho tam giác ABC. 


a) Tìm các điểm M và N sao cho 


MA- MB + MẺ = 0 và 2NÄ + NB + NC = Ö. 
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b) Với các điểm Ä⁄, N ở câu a), tìm các số p và ¿ sao cho 
MÑ = pAB + AC. 
Š. Cho đoạn thẳng AB và điểm 7 sao cho 21Ä + 31B = Ö. 
a) Tìm số È sao cho AI = kAB 
b) Chứng minh rằng với mọi điểm M, ta có 
=A Øca Hi 
jMI =—MA +—MB. 
5 hị 
6. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho ba điểm A(-1 ; 3), B(4 ; 2), C(3 ; 5). 
a) Chứng minh rằng ba điểm A, B, C không thẳng hàng. 
b) Tìm toạ độ điểm Ð sao cho AD = -3BC. 


e) Tìm toạ độ điểm # sao cho Ó là trọng tâm tam giác ABE. 


IV - Bài tập trắc nghiệm 
1. Cho tam giác ABC. Gọi A”, B', C” lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, 


CA, AB. Vectơ AB” cùng hướng với vectơ nào trong các vectơ sau đây 2 


(A) AB ; (B) AC ; 
(C) BA ; (D) C8. 

2. Cho ba điểm M, N, P thẳng hàng, trong đó điểm wW nằm giữa hai điểm M 
và P. Khi đó các cặp vectơ nào sau đây cùng hướng ? 
(A) MN và PN ; (B) MN và MP ; 
(C) MP và PN ; (D) NM và NP. 

3. Cho hình chữ nhật .ABCD. Trong các dẳng thức dưới dây, đẳng thức nào đúng ? 
(A) AB=CDP ; (B) BC= DA. 
(C) AC=BD ; (D) AD=B€. 

4. Cho tam giác đều A8C với đường cao AH. Đẳng thức nào dưới đây đúng 2 
(A) HB=HC ; (B) AC=2HC ; 
@©|2i|=Ême|› (D) 3B=A€. 


œ 
x1 


10. 


1. 
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Cho điểm B nằm giữa hai điểm A và C với AB = 2a, CB = 5a. Độ dài vectơ 


AC bằng bao nhiêu ? 


(A) 7a; (B)3¿; 

() _ Ũ (D) 1042. 

Cho bốn điểm A, B, C, Ð. Đẳng thức nào dưới đây đúng ? 

(A) AB+ CD= AC + BD ; (B) AB+ CD = AD + BC ; 
(AB + CD= AD + Cổ ; (D) AB + CD = DA + BC. 


Cho sáu điểm A, B,C, D,E,F. Đẳng thức nào dưới đây đúng ? 
(A) AB + CD + FÄ + BC + EF + DE = 0; 


(B) AB + CD + FA + BC + EF + DE = AF ; 


(Ø AB + CD + FA+ BC + EF + DE = AE ; 


(D) AB + CD + FA + BC + EF + DE = AD. 
Cho hình thang ABCD với hai cạnh đáy là AB = 3a và CD = 6a. Khi đó 
|a5¬+ cp| bằng bao nhiêu 2 
(A)94; (B34; 

(G -3a; (D)0. 

Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng a. Khi đó giá trị 


bao nhiêu? 


"+ BD] bằng 


(A) 222 ; (B)2a; 

()a; (D)0. 

Cho ba điểm bất kì A. B, C. Đẳng thức nào đưới đây đúng ? 

(A) AB = CR~ CẢ; () BC = AB- AC; 

(C) AC- CB = BA ; (D) CA — CB = AB. 

Cho tam giác đều AðC có cạnh bằng a. Giá trị lan — ca bằng bao nhiêu ? 
(A) 24; @®)a; 

(O a3 ; (D) _ 


14. 


lễ. 


l6. 


7. 


18. 


„ Cho hai tam giác ABC và ABC” lần lượt có trọng tâm là Œ và Œ“. Đẳng 


thức nào đưới đây là sai 2 


(A) 3GŒ = AA? + BB' + CC” ; (B) 3GŒ = AB + BC? + CA' ; 


(C) 3G0 = AC? + BA” + CBỉ ; (D) 360” = A“A + BBỶ + CC”. 


. Cho điểm B nằm giữa hai điểm A và C, với AB = 2a, AC = 6a. Đẳng thức 


nào dưới đây đúng ? 


(A) BC = AB; (B) BC = -2AB ; 
(C_BC = 4AB ; (D) BC =~2BÄ. 


Cho ba điểm phân biệt A, B, C. Nếu AB=-3AC thì đẳng thức nào dưới 
đây đúng 2 


(A) BC = 4AC ; Œ) BC = ~4AC ; 
(C BC = 2AC ; (D) BC = -2AC. 


Điều kiện nào dưới đây là cần và đủ để điểm Ø là trung điểm của đoạn 
thẳng AB 2 


(A) OA= OB; (B) OÄ= OB ; 
(C) AO= BØ ; (D) 0A +0Ø8 = 0. 
Nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì đẳng thức nào dưới đây đúng ? 
—:_ AB+AC —:_ AB+AC 
(A) Ag=“———; tỊ RE Kết tiếU Q 
2 3 
(G 2d - 34B + AC) li - BE aối 


Gọi AM là trung tuyến của tam giác ABC, và 7 là trung điểm của AM. 
Đẳng thức nào sau đây là đúng ? 


(A) IÃÀ+1B+TC= 0; (B) - 1Ä + 1B + 1C = 0; 
(C 1Ä + 1B~— TC = Ö; (D) 2Ä + 1B + TẺ= Ö. 


Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho hai điểm A(-l1 ; 4) và B(3 ; 5). Khi đó 


toạ độ của vectơ BA là cặp số nào 2 
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19. 


vs 
I> 
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(A)@;- 1); ( 
(Ø(4;-9); ( 


BC 4;95; 
D)(1; 9). 


Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho hai điểm A(0 ; 5) và B(2 ; -7). Toạ độ 
trung điểm của đoạn thẳng AB là cặp số nào ? 


(A)@¡- 3; ( 
(O(-=1;6); ( 


„ Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho hai điểm 


điểm đối xứng với điểm M qua điểm N thì 


(A)C2;5) ; 


(@)d3;-—3); 


Khi đó trọng tâm tam giác ABC có toạ độ 
(Að)q;-= 1); 
(O(0;11); ( 


. Trong mật phẳng toạ độ Øxy cho tam giác 


A=(C1;4),B=(2;5),G=(0;7). Hỏi t 
(A)@;12); 
(Ø (3; 1); ( 


. Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho bốn điểm A(3 ; l), BÓ ; 2), C( 


B)( 2; 12); 
D)(1;— 1). 


M(8;— 1) và NG ; 2). Nếu P là 
toạ độ của P là cập số nào ? 


11 1 
B)|—:-]: 
(53 


(Đ(11;- 1). 
- Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho ba điểm A(5 ; - 2), B(O ; 3) và C(- 5 ; ~ 1). 


à cặp số nào ? 


(B)(0;0); 


D) (10; 0). 
ABC với trọng tâm Œ. Biết rằng, 
oạ độ đỉnh C là cặp số nào ? 


(ĐỌC 1;12); 


D)(1; 12). 
¡ 6), 


D(1 ;—- 6). Hỏi điểm Œ(2 ; — 1) là trọng tâm của tam giấc nào sau đây ? 


(A) Tam giác ABC ; ( 
(©) Tam giác ACD; 


B) Tam giác ABD ; 


(D) Tam giác BCD 


TĩCH VÔ HƯỚNG 
CỦA HAI VECTƠ 
VÀ ỨNG DỤNG 


Ngoài tích của một vectơ với một số, còn có tích võ hướng 
của hai vectơ, 1ức là phép nhân võ hướng hai vectơ với nhau. 
Kết quả của phép nhân này cho ta một số, vì vậy người ta 
gọi tích đó là tích vô hướng. 

Chương này trình bày các tính chất cơ bản của tích võ hướng 
và những ứng dụng của chúng. đặc biệt là những hệ thức 
quan trọng trong tam giác : định lí côsin, định lí sin, công 
thức trung tuyến, các công thức tính diện tích tam giác,... 
Học sinh phải biết vận dụng các kiến thức cơ bản nêu trên 
để giải một số bài toán hình học và bài toán thực tố. 


GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA 
MỘT GÓC BẤT KÌ (từ 0° đến 1809) 


Õ lớp 9, các em đã biết về các giá trị ,„ 


lượng giác (tỉ số lượng giấc) : sin, côsin, 
tang, côtang của một góc nhọn # và kí 
hiệu là sinZ, cosở, tan, cotø. 

Trên hình 32 có một hệ toạ độ Øxy và một 
nửa đường tròn tâm Ø bán kính & = I, 
nằm phía trên trục Óv. Ta gọi nó là 
nửa đường tròn đơn vị. 


Hình 32 


Nếu cho trước một góc nhọn z thì ta có thể xác định một điểm #⁄ duy nhất 


trên nửa đường tròn đơn vị sao cho MOx = ở. 


1 
Âu sử (x : y) là toạ độ của điểm M (h. 32). Hãy chứng tô rằng 


Bây giờ chúng ta mở rộng định nghĩa giá trị lượng giác cho góc # bất kì 


(0° < ø < 180°). Ta làm điều đó bằng cách vẫn dùng nửa đường tròn đơn vị 
như trên. 


1. Định nghĩa 


Với mỗi góc œ (0° < œ < 1809), ta xác định điểm M trên nửa 
đường tròn đơn vị sao cho MOYX = Ø. Giả sử điểm M có toa 
độ (x ; y). Khi đó 

Tung đệ y của điểm M gọi là sin của góc œ, kí hiệu là sinø ; 
Hoành đệ x của điểm M gọi là côsin của góc œ, kí hiệu 
là cosđư ; 
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ïN.... KgHÀ . S y9Yễc cha 
Tỉ số — (với x # 0) gọi là tang của góc ở, kí hiệu là tan ; 
x 


Tỉ số — (với y # 0) gọi là côtang của góc œ, kí hiệu là cotŒ. 
ỳ 


Các số sinø, cosø, tanZ, cotZ gọi là các giá trị lượng giác của góc đ. 


y_ Sinø X _ COSđŒ 
s , COt@=—=——.. 
cos#z bà sin#a 


Như vậy sinø = y, cosđ = x, tanø = 


Ví dụ I. Tìm các giá trị lượng giác của góc 135°. 


Giải. (h. 33) Ta lấy điểm M trên nửa 
đường tròn đơn vị sao cho 


MOx =135° Khi đó hiển nhiên 


MOy = 45°. Từ đó suy ra toạ độ của 


điểm M là 


M= cš 8 $) Hình 33 


"ÿ 


Vậy sin135” = S ¡ eosl359 = + ¡ tan135' = —1 ; cot1352 = -1. 


[r4 Tìm các giá trị lượng giác của các góc 0%, 1809, 90, 


22| Với các góc # nào thì sinœ <0 ?Với các góc ø nào thì cosœ < 0 ? 


Ñ' (h. 34) 
Lấy hai điểm M và M” trên nửa đường tròn 
đơn vị sao cho MM”// Ox. 


a) Tìm sự liên hệ giữa hai góc ø = MO+x và 
W5 MOx. 


b) Hãy so sánh các giá trị lượng giác của hai 
góc øvà #“ Hình 34 


4I 


Từ đó ta suy ra các tính chất sau đây 


Nếu hai góc bà nhau thì sin của chúng bằng nhau, còn 
côsin, tang và côtang của chúng đối nhau ; nghĩa là 


sin80° - #) = sin# ; 
cos(I80° - ø)= —cosø ; 
tan(1809 - ø)= -tan# (ø z 909) ; 


cot(80° - ø)= -cotZ (0 <ø< 1809). 


Ví dụ 2. Tờn các giá trị lượng giác của góc 150. 


Giải. Gác 150) bù với góc 30” nên 


sin1509 = sin 309 = 3 H cosl1509 = —cos30° = = ỉ 
3 
tan150? = -tan30° = _ ñ eot1509 = —eot30° = _/3‹ 


2. Giá trị lượng giác của một số góc đặc biệt 


Sau đây là giá trị lượng giác của một số góc đặc biệt mà ta nên nhớ (trong, 
ảng dưới đây, kxđ là viết tắt của nhóm từ không xác định). Giá trị lượng 
giác của các góc bất kì có thể tìm thấy trong bảng số hoặc bằng máy tính 
bỏ túi. 


Góc | 0° | 30? | 45° | 60° | 90? | 120? | 135° | 150° | 180° 


Si 0 b 42 w3 1 kEÌ v2 k) 0 
Di 2 2) 2 2 2 

c0S l B M2 - 0 ải _A2 8 -1 
2) 2, 2 2 2 2) 

tan | 0 Sn l 43 | kxd |-x3 | -I ho 0 


cot | kxđ| X3 1 z 0 _„ +di | =3 | k#@ 
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CÁC TỪ 6N, CÔðIN, TANG, CÔTANC 


Từ xa xưa, do nhu cầu đo đạc thiên văn, nhiều nhà toán học đã lập bảng độ dài dây 
cung căng bởi cung tròn (bán kính cho trước) có số đo 19, 29, 3°,...., 180”, trong đó 
có Hip-pac (Hipparque) ở thế kỉ thứ II trước công nguyên, Ptô-lê-mê (Ptolemey) ở thế 
kỉ thứ lI sau công nguyên, v.v... Đó là nguồn gốc của khái niệm sin. Qua nhiều giai 
đoạn lịch sử, từ "jiva" (tiếng Ấn, có nghĩa là "dây cung") được diễn dịch, phiên âm, đổi 
dần thành từ sinus bổi các nhà thiên văn, toán học như An Bat-ta-ni (AI Battani) ở thế 
kỉ thứ X, Giêra Crêmôn (Gérard Crémone) ở thế kỉ thứ XII, v.v... 

Khái niệm tang, côtang nảy sinh từ việc khảo sát bóng của vật thẳng đứng trên 
nền nằm ngang để tìm giờ trong ngày. Từ xa xưa, người ta cũng đã lập bằng các 
"bóng" (tức bằng tang, côtang). 

Đến thế kỈ thứ XVI mới xuất hiện kí hiệu sin, tang (Tô-mat Phin (Thomas Finck)) 
và đầu thế kỉ thứ XVII mới xuất hiện kí hiệu côsin, côtang để chỉ sin, tang của 
góc phụ (Et-mơn Gơn-tơ (Edmund Gunter)). Các kí hiệu này dần dần được chấp 
nhận và sử dụng phổ cập. 


Câu hỏi và bài tập 
Tính giá trị đúng của các biểu thức sau (không dùng máy tính bổ túi hoặc 
bảng số) 
a) (2sin30° + cos135° - 3tan150°)(cos1809 — cot609) ; 
b) sin? 90 + cos”120° + cos” 0® ~ tan” 60° + cot” 1359. 
Đơn giản các biểu thức 
a) sinI007 + sin80° + eosl6` + cosl64” ; 
b) 2sin(180° — #)eot# — eos(180° — Z)tanZ cot(180° - Z) với 0° < ø < 90. 
Chứng minh các hệ thức sau 


a) sin” ø + cos” ø = 1; 


b) l + tan” ø = (ø # 909) ; 


COS“ # 
I 


sinˆ ø 


e) l+ eot2ø = (0° <ø <180°), 


§ TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


1. Góc giữa hai vectơ 


Cho hai vectơ đ và ở đều khác vectơ 0. 4 
rj 


Từ một điểm Ó nào đó, ta vẽ các vectlơ ØA = đ 


và ØB = ÿ (h. 35). Khi đó 3 


Số đa của góc AOR được gọi là 


0 
số đo của góc giữa hai vectơ đ ` 
m m. b 
và b, hoặc đơn giản là góc giữa 8 
hai vectơ ä và b. Hình 35 


Trong trường hợp có ít nhất một trong hai vectơ đ hoặc b là vectơ 0 thì ta 


xem góc giữa hai vectơ đó là tuỳ ý (từ 0” đến 180”). 


Rõ ràng cách xác định góc giữa hai vectơ không phụ thuộc vào việc chọn 


điểm O ; cho nên góc giữa hai vectơ ä và b được kí hiệu là (đ, b). 


Nếu (ä, b) = 90°thì ta nói rằng hai vectơ ä và b vuông góc 


với nhau, kí hiệu là ä L BE. 


Khi nào góc giữa hai vectơ bằng 0° ? Bằng 180”? 


1 C 
Cho tam giác ABC vuông tại A và có B = 50% (h. 36). 
Tính các gốc 


(BẢ, BC) ; (AB, BC) ; 


“ cu D kiêu SI, h Á n 
(AC,CB) ; (AC, BA). Hình 36 


2. Định nghĩa tích vô hướng của hai vectơ 
Trong, Vật lí, ta có khái niệm "công 
sinh bởi một lực". 


Giả sử một lực không đổi F tác dụng 
lên một vật làm cho vật đó di chuyển 
từ điểm Ó đến điểm Ø' (h. 37). 


Khi đó lực # đã sinh ra một công A 
tính theo công thức 


Hình 37 


A = ÌF|lpoleosø. 
trong đó lr| là cường độ của lực # tính bằng Niutơn (kí hiệu là N), loøl 
là độ dài vectơ O0” tính băng mét (kí hiệu là m), ø là góc giữa hai vectơ 
# và O0”. Công A được tính bằng Jun (kí hiệu là J). Như vậy J= N.m. 
Trong Toán học, giá trị A trong biểu thức trên (không kể đơn vị đo) được 
gọi là tích vô hướng của hai vectơ F và O0”. 
Tích vô hướng của hai vecfơ d và b là một số, kí hiệu là 


đ.b, được xác định bởi 


ä.bP= lzllblces(z. b). 


Ví dụ 1. Cho tam giác đều ABC có cạnh a và trọng A 
tâm Ở (h. 38). Tính các tích vô hướng sau đây 


AB.AC ; AC.CB; AG.AB ; 


GB.GC ; BGŒ.GA ;  ŒA.BC. 


Giải. Theo định nghĩa, ta có 


—... Là C 
AB.AC = aa.cos60° = .“ ỳ Hình 38 
AC.CB = a.a.eos120° = _ ñ 
— 5 
AG.AB = K.. = 23 15 = Lựẻ : 

3 LÊ”) ⁄) 


.a ` cos1209 = 
3 

“--.. =—;: 
3 

.a.cos00= 0, 


Trong trường hợp nào thì tích vô hướng của hai vectơ đä và b bằng 0? 


Bình phương vô hướng 
Với vectơ đ tuỳ ý, tích vô hướng đ.aá được kí hiệu là (4®? hay đơn giản 
hơn là đˆ và gọi là bình phương vô hướng của vectơ đ. 


Từ định nghĩa của tích vô hướng ta có 


Vậy 


Bình phương vô hướng của một vectơ bằng bình phương độ 
đài của vectơ đó. 


Hécman Gratxơman (Hermann Grassmann 
1808 - 1877), nhà toán học Đức, là cha để của tích 
vô hướng của hai vectơ mà ông đã kí hiệu là ï ra ÿ. 
Chính việc nghiên cứu thuỷ triểu dẫn ông đến các 
khảo sát về vectơ. 


3. Tính chất của tích vô hướng 
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Với hai số thực a và b, ta có ab = ba. Vậy với hat vectơ ä và b, ta có tính 


chất tương tự hay không ? 


(tính chất phân phối đối với 
phép cộng) ; 


đ(b-£)=d.5-d.e (tính chất phân phối đối với 
phép trừ). 


Ta có thể dễ dàng chứng minh được các tính chất I, 2, 3. Tính chất 4 được 
thừa nhận, không chứng minh. 


Dùng các tính chất của tích vô hướng, ta có thể chứng minh các hệ thức sau 


(4+b})=ä?+bˆ+2äb ; () 

(ä- PB) = ä2+P2 - 2ä ; @) 

= bộ nã ¬2 
(ä+B)(ä —B) = ä?- b2 = la - lB. ) 


Sau đây ta chứng minh hệ thức 3. Theo tính chất phân phối, ta có 
(ä+ b)(ä— b) = ä(ä = b) + b(ä = b) 


KẾ cuuệt: ` . .- 
=32-äb+Bä- b2 = ä2 - B2 = |af - BÍ. 


2 
Â chứng minh các hệ thức (1) và (2). 


>4] Ta biết rằng với hai số thực bất kì a và b, luôn có (ab)? = a”b?. Vậy với 


hai vectơ bất kì ả và b, đẳng thức (ä.b)? = 8. cá đúng không ? Viết 
thế nào mới đúng ? 
Bài toán 1. Cho tứ giác ABCD. 
a) Chứng mình rằng 
AB? + CD = BC? + AD? + 2CA.BD. 
4 
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b) Từ câu a), hãy chứng mình rằng : Điều kiện cần và đủ để tứ giác có 
hai đường chéo vuông góc là tổng bình phương các cặp cạnh đối diện 
bằng nhau. 


Giải. (h. 39) 8 
a) Ta cố 
AB? + CD” ~ BC” - AD? 
4 6 
= (CB - CA)? + CD2 — CB2 - (CD - CA}? 
= -2CB.CA + 2CD.CẢ 
= 2CA(CD - CB) = 2CẢ.BD. F) 
Hình 39 


Từ đó suy ra điều phải chứng minh. 
b) Từ a) ta có ngay : 
CA L BD œ CA.BD = 0 ©œ AB? + CD? = BC? + AD?. 
Bài toán 2. Cho đoạn thẳng AB có độ dài 2a và số k°. Tìm tập hợp các 
điểm M sao cho MA. MB = k”. 
Giải. (h. 40) Gọi Ó là trung điểm đoạn thẳng AB, ta có 


MA.MB = (MO + OA).(MO + OB) 


= (MÔ + OÄ).(MÔ - OA) xá 


=MO -OA 
= MO? ~ OA2 = MO? ~ dẺ. Hình 40 
Do đó 
MA.MB = k? œ MO? - a2 = k? c> MO? = k2 + d2. 
Vậy tập hợp các điểm # là đường tròn tâm ÓØ, bán kính & = +ựt, 


Bài toán 3. Cho hai vectơ ÓA, OB. Gọi B' là hình chiếu của B trên đường 
thẳng OA. Chứng mình rằng 
OA.OB = OA.OB”. 


Chứng mình. Nếu AOB < 90? (h. 4la) thì B B 


Â 


OÄ.OB = OA.OB.cosAOB 


= OA.OB“ˆ 

“ \U 
KG NGE- Hàng 
= OA.OB' 4) b) 


D2. Hình 41 
Còn nếu AØð > 90° (h. 41b) thì 
OA.OB = OA.OB.cos AOB = ~OA.OB.cosB'OB 
= -OA.OB' = OA.OB”.cosI80° = OA.OB', 

Vertø OR” ội là hình chiếu củi vect2 OB trên “lường thng OA. 

Công thức OÄ.OB = OÄ.OB” gọi là công thức hình chiếu. 
3 
Hãy phát biểu bằng lời kết luận của Bài toán 3. 


Bài toán 4. Cho đường tròn (O ; R) và điểm M cố định. Một đường thẳng A 
thay đổi, luôn đi qua M, cắt đường tròn đó tại hai điểm A và B. Chứng 
mỉnh rằng 

MA.MB = MO? - RẺ. 
Chứng mình. (h. 42) Vẽ đường kính BC' của đường tròn (Ø ; R). Ta có MÃ là 


hình chiếu của MC trên dường thẳng MB. Theo công thức hình chiếu, ta có 


B 


Hình 42 


MẢ.MB = MC.MB = (MO + OC).(MO + OB ) 


2 2 
= (MÔ - OB).(MÔ \ OB) = MỐ - OB 
=4 — RẺ (với d= MO). 
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ce&” CHÚ Ý 


L) Giá trị không đổi MA..MB = d” - #? nói trong Bài toán 4 gọi là 


phương tích của điểm M đối với đường tròn (Ø) và kí hiệu là #W@) 


[ 2qo= MA.MB =d° -RỲ (d= wo)) 


2) (h. 43) Khi điểm M nằm ngoài 
đường tròn (Ó), MT là tiếp tuyến của 
đường tròn đó (7 là tiếp điểm), thì 


—2 
Zwyoy= MỸ = MT? Hình 43 


4. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng 


4 
Â.. hệ toạ độ (O ; 7, j), cho đ = (x; y) và b = (x'; y'). Tính 
xứ Í b) đ.b ; Ă©) đ2; d) cos(Z, b). 
Các hệ thức quan trọng 


Cho hai vectơ ä = (x ; y) và ĐE= (x';¡y). Khi đó 


1) äđ.b=xv+ w; 


2) |đ|= **? + y Ÿ 


3) cos(đ, b) = (=0, z 0). 


A +ờ? sả + 


Đặc biệt : ẩ L b@xv+ yy'=0. 


la$ 
Cho hai vectơ đ = (I;2) và b = (—1;m). 


a) Tìm m để đ và b vuông góc với nhau. 


b) Tìm độ dài của đ và ÿ . Tìm m để |z| = ||. 
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HỆ QUẢ 
Trong mặt phẳng toạ độ, khoảng cách giữa hai điển M(x: Xw) 
và N(Yy; Vy) là 


MN = [MN|= 4|(xw - xw)) + Œy — yw)) J 


Ví dụ 2. Trong mặt phẳng toạ độ, cho hai điển M(—2; 2) và N(4; l). 
đ) Tìm trên trục Ox điểm P cách đều hai điểm M, N. 
b) Tính côsin của góc MON. 


Giải 
a) Vì P thuộc trục Óx nên P có toạ độ (p ; 0). Khi đó 

MP = NP ©> MP2 = NP? (p+2)? +22 = (p~ 4)2 +12 
Từ đó ta được phương trình 12p = 9, suy ra p = ~:Vậy P= š : oÌ} 


b) Ta có OM = (_2; 2) và ON = (4; 1). Vậy 
-24+21 3 


cos MON = cos(OM, ON)= E Ea VN Bi 


=+I 
° 
° 


Trong trường hợp nào tích vô hướng đ. 
bằng 0 


giá trị dương, có giá trị âm, 


Cho tam giác ABC. Tổng (AB, BC) + (BC, CA) + (CA, 4B) có thể nhận giá 
trị nào trong các giá trị sau : 90° ; 1802 ; 270” ; 360” ? 
Cho tam giác ABC vuông ở A và 8 = 30°. Tính giá trị của các biểu thức sau 


(A 


a) cos(AB, B€) + sin(BA, B©) + tan 


b) sin(AB, AC) + cos(BC, BA) + cos(CA, BA). 


10. 


II. 


13, 


14. 


J6) 


ho bốn điểm bất kì A, B, C, Ð. Chứng mỉnh rằng. 

DA.BC + DB.CA + DC.AB = 0. 
Từ đó suy ra một cách chứng minh định lí : "Ba đường cao của một tam 
giác đông quy". 


Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để tam giác ABC vuông tại A là 
BA.BC = ABỲ. 


Cho tam giác ABC với ba đường trung tuyến A2, BE, CF. Chứng minh rằng 


BC.AD + CA. BE + AB.CF =0. 


Cho hai điểm M, N nằm trên đường tròn đường kính AB = 28. Gọi 7 là giao 
điểm của hai đường thẳng AM và BN. 


a) Chứng minh rằng AM.AI = AB.AI ; BN.BỊ = BA.BI. 


b) Tính AM.AI + BN BI theo #. 


Cho hai đường thẳng øz và b cắt nhau tại M. Trên ø có hai điểm A và B, trên 
b có hai điểm € và Ð đều khác M sao cho MA.MB = MC.MD. Chứng, 
minh rằng bốn điểm A, B, C, Ð cùng nằm trên một đường tròn. 

Cho đoạn thắng AB cố định, AB = 2ø và một số kÈ?. Tim tập hợp các điểm M 
sao cho MA” - MB” = ÈÊ. 


Ẵ `... .. _ ” 
Trong mặt phẳng toạ độ, cho 1 = nỊ —5j và V= ki - 4j. 
a) Tìm các giá trị của k để # L V ; 
b) Tìm các giá trị của k để |z] = ||. 
Trong mặt phẳng toạ độ, cho tam giác ABC có các đỉnh A(-4 ; l), B(2; 4), 
C@:-~2) 
a) Tính chu vi và diện tích của tam giác đó. 


b) Tìm toạ độ của trọng tâm Œ, trực tâm # và tâm 7 của đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC. Từ đó hãy kiểm tra tính chất thắng hàng của ba điểm 
lịG,H. 


§ HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 


Ta biết rằng một tam giác hoàn toàn được xác định nếu biết ba cạnh, hoặc hai 
cạnh và góc xen giữa, hoặc một cạnh và hai góc kề ; nglữa là số đo các cạnh, 
các góc còn lại của tam giác này hoàn toàn xác định. Như vậy, giữa các yếu tố 
của tam giác có những mối liên hệ nào đó, mà ta sẽ gọi chúng là các hệ £ức 
lượng trong tam giác. Trong mục này ta sẽ làm quen với một số hệ thức đó. 


1. Định lí côsin trong tam giác 


Nếu ABC là tam giác vuông tại A (h. 44) thì theo 


định lí Py-ta-go ta có nà 

BC? = AC? + AB? 

=”' raốØ cẪƒÐ : 
hay BC = AC + AB. (9) hị Tạ 
Có thể chứng minh ngắn gọn đẳng thức (*) như sau Hình 44 


2 2 2 2 2 2 
BC. =(AC- AB)“ =AC +AB - 2AC.AB= AC +AB. 


Trong chứng mỉnh trên, giả thiết góc A vuông được sử dụng như thế nào ? 


Bây giờ ta hãy xét một tam giác ABC tuỳ ý. 


1 
Âu làm tương tự như chứng minh trên, rồi đặt BC = ø, CA = b, AB = c, để đi đến 
công thức 
a2? =b2”+c? —2becosA. 


Như vậy ta được định lí sau đây, gọi là định lí eôsin trong tam giác. 
ĐỊNH LÍ 
Trong tam giác ABC, với BC = a, CA = b,AB= c, ta có 


+ €? — 2be cosA : 
2 


= 42+ c2 — 2accosB h 


= d2 + bˆ— 2abcosC. 


2 


Từ định lí trên, hãy phát biểu bằng lời công thức tính một cạnh của tam giác theo hai 
cạnh còn lại và côsin của góc xen giữa hai cạnh đó. 


Khi ABC là tam giác vuông, chẳng hạn ĐC 90, định lí côsin trở thành 


định lí quen thuộc nào ? 


3 
ÂÑ. định lí côsin hãy viết công thức tính giá trị eosA, eosÖ, eosC theo z, b, c. 


Từ hoạt động này ta có hệ quả sau đây trong tam giác ABC 


HỆ QUẢ 


Ví dụ 1. Hai chiếc tàu thuỷ cùng xuất phát từ một vị trí A, đi thẳng theo 
hai hướng tạo với nhau góc 60. Tàu B chạy với tốc độ 20 hải lí một giờ. 
Tàu C chạy với tốc độ L5 hải lí một giờ. Sau 2 giờ, hai tàu cách nhau bao 
nhiê tr hải lí ? (1 hài lí 1.852 km). 

Giải. (h. 45) Sau 2 giờ tàu 8 đi được 40 hải lí, tàu € đi được 30 hải lí. Vậy 
tam giác ABC có AB = 40, AC = 30, Â =60°. 


Áp dụng định lí côsin vào tam giác ABC, ta có 


a2 =b +” — 2becosA 
= 30? + 407 - 2.30.40.cos60° 
= 900 + 1600 - 1200 = 1300. 
Vậy BC = A1300 % 36 (hải I0). F 
Sau 2 giờ, hai tàu cách nhau khoảng 36 hải lí. Hình 45 


Ví dụ 2. Các cạnh của tam giác ABC là a= T,b= 24, c = 23. Tính góc A. 


Giải. (h. 46) Theo hệ quả của định lí côsin ta có 


Si 3_ -2 23 
khái” Si, 7 
2be A 
c 


9... ga2i „29 
= ————— z 0.9565. Hình 46 


Từ đó ta được A # 16°58', 
=> CHÚ Ý 


Nếu sử dụng máy tính bỏ túi (MTBT) để tính góc A khi biết 
cosA = 0,9565, ta có thể làm như sau 
) Đối với MTBT CASIO ƒ-220 hoặc ƒx-500A thì ấn 


0.9565 [SJET ET] [o:›]. Kết quả : A x 16°58'. 


2) Đối với MTBT CASIO ƒt-500MS thì ấn 


SHIƑT cos| 0.9565 E EM Kết quả : A ® 16958", 


Ngoài ra, có thể dùng một số loại MTBT khác để tính toán, như 
CANON, SHARP hoặc các MTBT có chức năng tương đương. 


2. Định lí sin trong tam giác 


Cho tam giác ABC có BC = a,CA =b,AB=ec Ợ 
nội tiếp đường tròn (Ó ; R). HÀ \ 
Nếu góc A vuông (h. 47) thì ø= 28 và dễ thấy C B 


a=2RsinA, b=2RsinB,c= 2RsinC. (l) 
Bây giờ xét trường hợp gốc A không vuông. Ta 


chứng minh các công thức (1) vẫn đúng. 
Hình 47 


law (Để chứng minh các công thức (1)) 

Gọi (Ó ; #) là đường tròn ngoại tiếp tam giác A5C, vẽ đường kính BA” của đường tròn. 
Hãy chứng tỏ sin BAC = sin BAC. trong cả hai trường hợp : Góc BAC là góc nhọn 
(h. 48a), là góc tù (h. 48b). Từ đó hãy kết thúc chứng minh. 


ta 
1 


Hình 48 
Từ đồ ta có định lí 


Với mọi tam giác ABC, ta có 


ạ b Ế 


sinA  sin3 sinC 


trong đó R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 


Ví dụ 3. Từ hai vị trí A và B của một toà nhà, người ta quan sát đỉnh C 
của ngọn núi (h. 49). Biết rằng độ cao AB bằng T0 m, phương nhìn AC 
tạo với phương nằm ngang góc 30”, phương nhìn BC tạo với phương nằm 
ngang góc 15°30'. Hỏi ngọn núi đó cao bao nhiêu mét so với mặt đất ? 
Giải. (h. 49) Từ giả thiết, ta suy ra tam giác ABC có 

CAB = 60, ABC = 105930, c = 70. 

Ể = 180° ~ (Ä + 8) = 180°— 16530 = 14°30, 
Theo định lí sin ta có 


b e 


sinB sinC ` 
hay 
b 70 


sin105530' sin14°30" ` 


Hình 49 


— 70.sin105530' 
— sinl4530' 
Gọi CH là khoảng cách từ C đến mặt đất. Tam giác vuông ACH có cạnh 
CH đối diện với góc 30” nên 


Do đó AC =b ® 269,4 (m). 


củ- AC „ 2994 
2 2 


Vậy ngọn núi cao khoảng 135 m. 


= 134.7 (m). 


tổ CHÚ Ý 


_ 70.sin105930' 
sin14°30' 


Nếu sử dụng MTBT để tính biểu thức b thì ta có 


thể làm như sau 
1) Đối với MTBT CASIO /v-220 hoặc ƒv-500A thì ấn 

70 E| [c.| 105 [b›-| 30 s»{ lsa| [| E] [t-| !4+k›»| 30]s:»]| 
[E]: Kết quả : b x 269,4. 
2) Đối với MTBT CASIO ƒv-500MS thì ấn 
70 |] Ein| 105 |os»{ 30 [»| [=[ bãn| 14 [o›»| 30 o››› 


m 


Kết quả :b 269,4. 


Ví dụ 4. Cho tam giác ABC có a= 4, b= 5, c = 6. Chứng mình rằng 
sinA-~ 2sinÖ + sinC = 0. 

Giải. Gọi R là bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Từ định lí sin, ta có 


sinA =—, sinB =~”, sinC ==—. 
2R R 


Vậy  sinA- 2sinB +sinC = city —2b+c)= iới —=10+6)=0. 
j 2R 2R 


Định lí côsin trong tam giác còn được gọi là định lí 
An Ka-si (AL Kashi) - tên của nhà thiên văn học và 
toán học Trung Á, một trong những nhà bác học lớn 
cuối cùng của trường phái Xa-mác-kan (Samarkand) 
` đầu thế kỉ XV. 
{ 


AL Kashi 


3. Tổng bình phương hai cạnh và độ dài đường trung tuyến của tam giác 


Bài toán 1. Cho ba điểm A, 8, C, trong đó BC = a > 0. Ạ 
Gọi 7 là trung điểm của BC, biết A7 = zr (h. 50). Hãy 
tính AB + AC” theo ø và m. 


Nếu m = s thì có thể thấy ngay AB? + AC? bằng 


tấu : L2 1 c 
bao nhiêu hay không ? ` 
Hình $0 
5 (Để giải Bài toán 1) 
2 2 
Hãy viết AB = A7 + 1B, AC = AI + IC rồi tính AB + AC” để đi đến kết quả 
: 2 
AB? + AC? = 2m2 + = 
Bài toán 2. Cho hai điểm phân biệt P, Ø. Tìm tập M 
hợp các điểm M sao cho MP? + MQ? = k2, trong đó 
k là số cho trước. 
Hướng dân. (h. 51) Gọi 7 là trung điểm của PQ và 
đặt PO = a. Theo Bài toán 1, ta có 
ỗ : - P 1) 9 
MP + MỘ” = 2MI” +~—. Hình 5I 
2) 2 3 yuna E38 š 2...a2 2 
Vậy MP“ + MO“ = k“ khi và chỉ khi 2MI tin An k“ hay 
MỜ = Œ) 


6 
Â () hãy suy ra lời giải của Bài toán 2. 
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Bài toán 3. Cho tam giác ABC. Gọi mụ, mụ, mụ là độ dài các đường trung, 
tuyến lần lượt ứng với các cạnh BC = ø, CA = b, AB = c. Chứng minh các 
công thức sau đây, gọi là công thức trung tuyến 


Giải. Tỳ kết quả của Bài toán Í, ta suy ra ngay các công thức cần chứng minh. 


4. Diện tích tam giác 


Với tam giác ABC, ta kí hiệu h„, h„, „là độ dài các đường cao lần lượt 


la» 
ứng với các cạnh BC, CA, AB ; #, r lần lượt là bán kính đường tròn ngoại 
s02 e6 xớ a+b+c , „ 3š sẻ 

tiếp, nội tiếp tam giác ; = “ưa là nửa chu vi tam giác. 


Ta có thể tính diện tích % của tam giác ABC bằng các công thức sau đây 


$= S'ubsiuẽ = *aesinB = Cu -ghid Ẳ 
2 ) 


dbc 


— 4# 


$=pr; 
S= jp(p-— aXp — b)(p- ©). 


(Công thức (5) gọi là công thức Hê-rô ng). 


7(h. 52) 
Hãy tính h„ trong tam giác AHB theo cạnh c và góc B, rồi thay vào công thức 
§= 20h, để được công thức (2) (chú ý xét cả hai trường hợp H nằm trong, nằm 


ngoài đoạn BC). 


Ạ A 
° b lạ b 
B H ể H 8B C 
Hình 52 


8 
Â công thức (2) và định lí sin, hãy suy ra công thức (3). 


.* (h. 83) A 
Gọi (Ó ; z) là đường tròn nội tiếp tam giác là 
ABC. Để ý rằng Š là tổng diện tích các tam 
giác BC, ØCA, OAB. Hãy áp dụng công b 
thức (1) để suy ra công thức (4). 

* Chứng nình công thức Hê-rông 'ì 


Tacố ®= DPPPHA, Suy ra ⁄Z ` L ⁄/ 


B k c 
SẼ = Lp2¿2(1 — sas2 A) Hình 53 
4 
22 (b2 +c2 a3}? 
=—i“c“|1~— 
4b?c? 


= Tc6c + b?+ c?~ a2 X2be — b?—c2+ 4”) 

= Tị + c- 42)|[a? -(b- ©#] 

b+c+ab+c-aa-b+eca+b-c 
j„ na Ø8 9Ð 

= p(p - aX(p - b)(p —c). 


Vậy ®=Ajp(p- a)(p— b)(p - ©). 


* Người ta gọi tam giác có độ dài các cạnh là ba số nguyên liên tiếp và có 
diện tích bằng một số nguyên là #ưn giác Hê-rông. Các tam giác có độ dài 
các cạnh như sau 


13;14; 15, 
51221250 


là những tam giác Hê-rông. 


10 
Âu tính diện tích của ba tam giác Hê-rông ở trên. 
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5. Giải tam giác và ứng dụng thực tế 


Giải tam giác là tính các cạnh và các góc của tam giác dựa trên một số 
điều kiện cho trước. 


Ví dụ §. Cho tam giác ABC. Biết a = L1A ; B = 4430; Ê = 64°. Tính 
góc A và các cạnh b, e của tam giác đó. 
Giải. (h. 54) 

Ta có 


Â =180°- (8+) 


= 180” ~ (44°30'+ 64”) = 7130, 


Theo định lí sin ta có Hình 54 
` :n4493n! 
be 4SIEB - 17,4.sin44ˆ30 x129 
sinA sin71°30' 
inC - 17.4.sin649 
= _ = sI1 Ế 16,5. 
sinA sin71930" 
¬ suŠ b 4 
Ví dụ 6. Cho fam giác ABC. Biết a = 49,4 ; 
b= 26A ; C= 4120. Tính hai góc A, B và CD 
cạnh c. B 494 4720 c 
Giải. (h. 55) Hình 55 


Theo định lí côsin ta có 
e2 = a2 + bˆ — 2abeosC = (49,4)2 + (26,4)2 ~ 2.49,4.26,4.eos47920" 
# 1360,58. 
Vậy c= A/1369,58 w 37,0. 


bˆ+c? =a” - 696.96 +1369,58- 244036 - 
2bc 2.26,4.37 


c0§A = — 0.1913. 


Dùng bảng số hoặc MTBT, tìm được A ®101°2', Từ đó 


ñ % 180” - (10192! 1+ 4720) = 31°38', 
6I 
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Ví dụ 7. Cho tam giác ABC. Biết a= 24; b= 13;c= l5. Tính các góc 


A,B,C. "\ 
Giải. (h. 56) 6 lãi 
Theo hệ quả của định lí côsin, ta có B c 
b2 + c2 — a2 " 
coSA =——————— Hình 56 
2bc 


_ 169+225-516 _ 7 
2.13.15 l5 


Vậy  Â #11740, 


q 
nên 


sinA sinB 


b.sinA _ 13.sinI17”49' _ 13.sin62°II' 
ạa 24 24 


sinB = ®0,4791. 


Vì cạnh AC ngắn nhất nên góc 8 nhọn. Suy ra 


B 28°38'; C ø 180°-~ (117949! + 2838') = 33°33'. 


Ví dụ 8. Đường dây cao thế nối thẳng từ 
vị trí A đến vị trí B dài 10 km, từ vị trí A 
đến vị trí C dài 8 km, góc tạo bởi hai 
đường dây trên bằng T5°. Tính khoảng 
cách từ vị trí B đến vị trí C (h. 57). 


Giải. Áp dụng định lí côsin vào tam giác 
ABC", ta cố 


Hình 37 


đ* = b2 +c”~— 2be.eosA 

z8? +102 ~ 28.10.cos75° ø 123 
Suy ra a# II (km). 
Vậy khoảng cách từ 8 đến € xấp xỉ I1 km. 


Ví dụ 9. (h. 58) Một người ngồi trên tàu 
hoả đi từ ga A đến ga B. Khi tàu đỗ ở ga A, 
qua ống nhòm người đó nhìn thấy một 
tháp C. Hướng nhìn từ người đó đến tháp 
tạo với hướng đi của tàu một góc 60. Khử 
tàu đỗ ở ga B, người đó nhìn lại vẫn thấy AÂ 


tháp C, hướng nhìn từ người đó đến tháp Hình 58 


tạo với hướng ngược với hướng đi của tàu 


một góc 45°. Biết rằng đoạn đường tàu nối thẳng ga A với ga B dài 8 km. 


Hỏi khoảng cách từ ga A đến tháp C là bao nhiên ? 
Giải. Xét tam giác ABC'. Ta có 
€ = 180” - (60° + 45) = 75 , 


€ 


Áp dụng định lí sin vào tam giác ABC, ta được — —= ¬ 
sinB sinC 


sin45° 


Suy ra b=8.———— # 6 (Œm). 
sin 759 


Vậy khoảng cách từ ga A đến tháp C xấp xỉ 6 km. 


Em có biết ? 


GIẢI TAM GIÁC VÀ MÉT MẪU 


Ngay sau Cách mạng 1789 ở Pháp, người ta quyết định xây dựng một hệ đo 


lường phổ cập, trong đó có đo độ dài. 


Về độ dài, người ta lấy độ dài vòng kinh tuyến của Trái Đất làm cơ sở ("dưới chân mỗi 
người đều có kinh tuyến"). Người ta coi vòng kinh tuyến Trái Đất dài 40000 km, tức 


4x10” mét, vậy một mét là kê của một phần tư độ dài vòng kinh tuyến. Bằng 


107 


cách nào có được một mét để làm mẫu ? 


15 


16. 


Các nhà thiên văn Pi-e Mê-sanh (Pierre 
Méchain) và Giăng Đờlam-brơ (Jean 
Delambre) được giao nhiệm vụ đo độ dài 
cung kinh tuyến nối hai thành phố Đơn-kec 
(Dunkerque ở Bắc Pháp) và Bác-xơlo-na 
(Barcelona, Tây Ban Nha). Các phương 
pháp thiên văn thời đó đã cho biết hai 
thành phố đó có cùng kinh độ và có vĩ độ 
khác nhau 10,8 độ. 

Trên mặt đất, việc đo góc dễ hơn đo độ dài 
nên người ta xét dãy tam giác sắp xếp kề 
nhau dọc theo kinh tuyến đi qua hai thành 
phố nói trên (mỗi tam giác có đỉnh là các địa 
điểm dễ xác định vị trí như đỉnh lâu đài, nóc 
nhà thờ v.v...). Trong 7 năm lao động kiên 
nhẫn miệt mài, Mê-sanh, Đờ-lam-brơ dùng 
khoảng 500000 phép đo để giải hàng tăm 
tam giác sắp xếp như thế. Sau đó, qua 
nhiều tháng kiểm nghiệm đo đạc, tính toán 
bởi một hội đồng gồm nhiều nhà bác học 
tên tuổi (trong đó có các nhà toán học 
Pháp La-plaxơ (Laplace), Lơ-giäăng-đrơ 
(Legendre), La-grăng-giơ (Lagrange) v.v... ), 
kết quả cuối cùng đã được công nhận vào. 
năm 1799 và đã có mẫu một mét bằng 
bạch kim đặt tại Viện đo lường Pa-ri (Paris) 
(mẫu một mét "cho mọi thời đại", "cho mọi 
dân tộc"). 

Ngày nay, dùng các phương pháp của 
Vật lí hiện đại, ta có thể xác định đơn vị đo 
độ dài chính xác hơn nhiều. 


VignacourL 


em 


Villcrs9 


Rourdan| 


lonquieres 
Christoph« 


§Marna 
dù Terưc 


Côu hỏi và bài tập 


Tam giác ABC có a= 12,b= 13,ec= 15 


. Tính cosA và góc A. 


Cho tam giác ABC có AB = 5, AC = 8, Â = 60. Kết quả nào trong các kết 


quả sau là độ dài cạnh BC 2 
a) V129 ; 


c)49; 


b)7; 


đ) ^Í69. 


17. Hình 59 vẽ một hồ nước nằm ở Na 
góc tạo bởi hai con đường. Bốn 

ạn An, Cường, Trí, Đức dự đoán 
khoảng cách từ 8 đến C' như sau 
An: 5 km 

Cường: 6km 

Trí : 7km 

Đức : 5,5 km. Hình 59 


Biết rằng khoảng cách từ A đến B là 3 km, khoảng cách từ A đến C là 4 km, 
góc BAC là 1207. 


Hỏi dự đoán của bạn nào sát với thực tế nhất ? 


18. Cho tam giác ABC. Chứng minh các khẳng định sau 


a) Góc A nhọn khi và chỉ khi z? = b2 + la Ð 


b) Góc A tù khi và chỉ khi øˆ > bP + c?; 


e) Góc A vuông khi và chỉ khi dˆ=b “+5, 
19. Tam giác ABC có Ầ = 609, B = 45, b= 4. Tính hai cạnh z và c. 


20. Cho tam giác ABC có Ầ= 60”, a= 6. Tính bán 
kính đường tròn ngoại tiếp tam giác. 


2l. Chứng minh rằng nếu ba góc của tam giác ABC 
thoả mãn hệ thức sinA = 2sinB.cosC thì ABC 
là tam giác cân. 


22. Hình 60 vẽ một chiếc tàu thuỷ đang neo đậu ở vị 
trí C trên biển và hai người ở các vị trí quan sát 
A và B cách nhau 500 m. Họ đo được góc CAB 
bằng 87” và góc CBA bằng 62”, 


Hình 60 


Tính các khoảng cách AC và BC. 


23. Gọi #7 là trực tâm của tam giác không vuông 48C. Chứng mỉnh rằng bán kính 
các đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC, BC, HCA, HAB bàng nhau. 
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# 


tà 
HỦ 


36 
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Tam giác ABC có a= 7, b = 8, e = 6. Tính mụ,. 


Tam giác ABC có a= 5, b= 4, c= 3. Lấy điểm D đối xứng với 8 qua C. 
Tính độ đài AD. 


Cho hình bình hành ABC'D có AB = 4, BC = 5, BD = 7ï. Tính AC. 


Chứng minh rằng trong một hình bình hành, tổng bình phương các cạnh 
bằng tổng bình phương của hai đường chéo. 


Chứng minh rằng tam giác ABC vuông ở A khi và chỉ khi Sm2 = mỹ + HỆ. 
Tam giác ABC có b= 6,12; e= 5,35 ; RA = 84°. Tính diện tích tam giác đó. 


Cho tứ giác ABCD. Gọi M. N lần lượt là trung điểm của AC và BD. Chứng 
minh rằng 


AB? + BC? + CD” + DA? = AC? + BDẺ + 4MN”. 


ọi % là diện tích và # là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
hứng minh rằng 


@@ 


§= 2Rsin Asin BsinC. 


Chứng minh rằng diện tích của một tứ giác bằng, nửa tích hai đường chéo 
và sin của góc hợp bởi hai đường chéo đó. 


Giải tam giác ABC, biết 

a)c=14, A =60°, 8 =40°; )b=4,5, Ä =30”, € = 759; 
e)c=35, Â =40°, Ê = 120; d)a= 137,5, 8 = 83°, C = 57. 
Giải tam giác ABC, biết 
a)a=6,3,b=6,3, C = 54°; b)b=32,c= 45, Â =87°; 
c)ø=7,b= 23, € = 130%. 
Giải tam giác ABC, biết 
a)a= 14,b= 18,c= 20; B):@S 6, D?=.7/73; 54:8; 
e)ø=4,b=5,c=1T. 


Biết hai lực cùng tác dụng vào một vật và tạo với nhau góc 40”. Cường độ 
của hai lực đó là 3N và 4N. Tính cường độ của lực tổng hợp. 


37. Từ vị trí A người ta quan sát một cây cao (h. 61). 
C 


Hình 61 
Biết AH = 4m, 17B = 20m, BAC =45°. Tính chiều cao của cây. 


38. Trên nóc một toà nhà có một cột ăng-ten cao 5 m. Từ vị trí quan sát A 
cao 7 m so với mật đất, có thể nhìn thấy đỉnh 8 và chân C' của cột ãng-ten dưới 


góc 507 và 40” so với phương nằm ngang. Tính chiêu cao của toà nhà (h. 62). 


ninl 
RniTinim 
irimnini 
5IIDIni 

irinnini 
j¡jH 


Hình 62 
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ÔN TẬP CHƯƠNG II 


I- Tóm tắt những kiến thức cần nhớ 
1. Giá trị lượng giác của một góc 
- Với mỗi góc z (0° < z < 180), ta xác định điểm M trên nửa đường tròn 


đơn vị sao cho MOy = ø. Giả sử điểm M có toa độ (x; y). Khi đó 


sinø = y, COSØ = X, 
sin# COSØđ „.. 

tan#= ———— (cosø # 0), cot#= — (sinz # 0). 
COSØđ sin# 


— Hai góc bù nhau có si bằng nhau ; còn côsin, rang, côfang của chúng 
đối nhau. 
2. Tích vô hướng của hai vectơ 


> 


— Tích vô hướng của hai veetơ đ và b 


1 
ä.B = lại. lb 


. COS(đ, b). 
— Các tính chất 
)đ.b=b.ä; 
2) (kä). b =k(ä.B); 
34.(Pđữ+z)=ä4.b+ä.8; 
4)đ4Lbeœä.b=0; 
5) 8? = l8. 
— Biểu thức tuạ độ của tích vô hướng, và khoảng cách giữa lai điểm 
1)Nếu đ=(+x; y), b= (Œ@;y) thì 
ä.b=w+ y; 


2) Nếu M = (vụ; yự), M= (vy; yy) thì 


là 2/0”. 
4. Định lí côsin trong tam giác 
a2 = b2 +c?— 2bccosA. 
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4. Định lí sin trong tam giác 


b h 
=-=-51 11. 
sinA  sinB sinŒ 


Š... Công thức trung tuyến của tam giác 
2 b2?+ c2 
° P) 


6. Các công thức tính diện tích tam giác 


$= 3h, = 3/bsinC = " =pr= Ap(p — đ\(p— b)(p- c). 


II = Câu hỏi tự kiểm tra 
I. Phát biểu định nghĩa tích vô hướng của hai vectơ. Khi nào thì tích vô 
hướng của hai vectơ là số dương, là số âm, bằng 0 ? 
2. Để giải tam giác ta thường dùng định lí côsin trong những trường hợp nào ? 
Dùng định lí sin trong những trường hợp nào 2 
3. Cho biết độ dài ba cạnh của tam giác. Làm thế nào để tính 
a) Các góc của tam giác 2 
b) Các đường cao của tam giác ? 
e) Bán kính đường trồn ngoại tiếp và nội tiếp tam giác ? 
đ) Diện tích tam giác ? 
4. Trong mặt phẳng toạ độ, biết toạ độ ba đỉnh của tam giác, làm thế nào để 
tìm chu vi, diện tích, toạ độ trực tâm, tâm đường trồn ngoại tiếp tam giác ? 
III = Bài tập 
1. Chứng minh các công thức sau 
"1a 1... ... ".ằ...e. 
a) đ.b = sllif' +lð =lš =0 ) H b) đ.b = xlz + | ~ l#= BỊ ). 
2. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. 
a) Chứng minh rằng với mọi điểm M, ta luôn có 
MAT + MBỸ + MC”= 3MC” + GÀ” + GB + GC”. 
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b) Tìm tập hợp các điểm 4⁄ sao cho MA” + MB” + MC” = kẺ, trong đó k là 
một số cho trước. 
Cho hình bình hành ABCD. Tìm tập hợp các điểm M sao cho 

MA” + MB + MC” + MD” = LỄ, 
trong đó & là một số cho trước. 
Trên hình 63 có vẽ hai tam giác vuông cân 
ABC và ABC” có chung đỉnh A. Gọi 7 và J 
lần lượt là trung điểm của hai đoạn thẳng 
BB' và CC”. Chứng minh rằng 
a)AIL CC,AJ L BB'; 
b)BCˆL 8C. 
Cho hình vuông ABC cạnh a. Gọi N là trung. 
điểm của CD, ÉM là điểm trên AC sao cho 


AM = tuc 
4 


Hình 63 


a) Tính các cạnh của tam giác BMN. 

b) Có nhận xét gì về tam giác BMN ? Tính diện tích tam giác đó. 
e) Gọi 7 là giao điểm của BX và AC. Tính C7. 

đ) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BDN. 

Trong mật phẳng toạ độ, cho ể = (4; l) và ƒ =(;4). 


a) Tìm góc giữa các vectơ và ƒ. 


b) Tìm m để vectơ đ = ể + mƒ. vuông góc với trục hoành. 


c) Tìm ø để vectơ b = nể + ƒ tạo với vectơ Ỷể+ ỷ một góc 45”. 


Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để hai trung 
tuyến kẻ từ B và C vuông góc với nhau là 


bˆ +c? = 542. 
Trong các tam giác có hai cạnh là ø và b, tìm tam giác có diện tích lớn nhất. 


Cho tam giác ABC có a= 12, b = 16, c = 20. Tính diện tích ®, chiều cao hạ; 
các bán kính #, z của đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam giác đó. 


10. Cho tam giác A8C. Chứng mỉnh rằng. 


2 P2 
bˆ+ce . ý ` 
a) cotA= An (% là diện tích tam giác ABC) ; 
2 2 s2 
b) cotA + cotB + cotC = —“—— 


11. Cho hai đường tròn (Ó ; 8) và (ÓØ”; &?2 cất nhau tại hai điểm A và B. Trên 


đường thẳng AB, lấy điểm C' ở ngoài hai đường tròn và kẻ hai tiếp tuyến C'£, 
CƑ đến hai đường tròn đó (E, Ƒ là các tiếp điểm). Chứng minh rằng CE = CF. 


12. Cho đường tròn (Ó ; 8) và một điểm P cố định ở bên trong đường tròn đó. 


Hai dây cung thay đổi AB và CD luôn đi qua ? và vuông góc với nhau. 
a) Chứng minh rằng. AB”+ CD” không đổi. 


b) Chứng minh rằng PA”+ PB? + PC?+ PD?? không phụ thuộc vào vị trí 
của điểm P. 


IV - Bài tập trắc nghiệm 


1. 


^ 
` 


4. 


4. 


Giá trị eos45° + sin45° bằng bao nhiêu 2 

(A) 1; (® 2 ; (G 4; ®)0. 
Trong các đẳng thức sau, đẳng thức nào đúng 2 

(A) sin(§02 - ø) = —cosø ; (B) sin(80° - ø) = -sina ; 
(C) sin(180° ~ Ø) = sinø ; (D) sin(180° - ø) = cosz. 
Trong các đẳng thức sau, đẳng thức nào sai ? 

(A) sin0” + cos0? = 0; (B) sin90° + eos90° =1 ; 


X3+I 


b 


(C) sin180° + coslI80° = -I ; (Ð) sin60° + cos60° = 
Trong các hệ thức sau, hệ thức nào không đúng ? 
(A) (sinz + cosz)ˆ = l+ 2sinø cosở ; 


(B) Ginø - cosZ)ˆ = I- 2sinđcosđ ; 


7I 


10. 
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(G) cosf ø — sin' ø = cos” ø - sin” ø ỉ 


*ư =1. 


(D) cosf ø + sin 
Cho Ø là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đều MP. Góc nào sau đây 


bằng 120 ? 


(A) (MN, NP) ; (B) (6, OÄ) ; 
(C) (MN, OP) ; (D) (N, MP). 


Cho M, N, P, @ là bốn điểm tuỳ ý. Trong các hệ thức sau, hệ thức nào sai 2 


(A) MN.(NP + PQ) = MN.NP + MN.PQ ; 

(B) MP.MN = -MN.MP ; 

(C) MN ?Ó = PỒ.MN ; 

(D) (MN - PQ).(MN + PỘ) = MN” ~ PQ?. 

Trong các hệ thức sau, hệ thức nào đúng ? 

(A) |z.|= lallõ| : (® 42” = lä| : 


(© Xã? =ä: (D 


) 
Trong mặt phẳng toạ độ, cho đ = (3 ; 4), b= (4; -3). Kết luận nào sau 
đây là sai 2 


(A)đ.P=0; (B)ìđ1LP; 


(©) |ä.P|= 0; (@Ð) läl.|5| = 0. 


Trong mặt phẳng toạ độ, cho đ = (9; 3). Vectơ nào sau đây không vuông 
góc với vectơ đ ? 


(A)vq;-3); ()v(2;-6); 

( v(1;3); (D)#€Œ 1;3). 

Tam giác ABC có a= 14, b= 18, e= 20. Kết quả nào sau đây là gần đúng nhất ? 
(A) 8 42550 ; (B) 8 ® 6056: 

(C) 8 8 119°04'; (D) 8 z 90”. 


1. 


14. 


16. 


Nếu tam giác MNP có MP = 5, PN = 8và MPN = 120° thì độ dài cạnh 
MN (làm tròn đến chữ số thập phân thứ nhất) là 

(A) 11.4; (B)12.4; 

(© 7,0; (D) 12,0. 


. Cho tam giác MPQ vuông tại P. Trên cạnh MO lấy hai điểm E, Ƒ sao cho 


các góc MPE, EPF, FPQ bằng nhau. 


Đặt MP = q, PQ =m, PE=x, PF= y(h. 61. m 
Trong các hệ thức sau, hệ thức nào đúng ? 
t2 
(A) ME =EF=FQ; 4 
ta 
(B) ME?= 4 °+x?— x4; 
(C) ME” = 4+ y- X4; P " L) 
Š:.„. TÚI, cổ % 
(D) MQ“ = {+ mí - 24m. Hình 64 


. Tam giác ABC có BC = 10, A = 30%. Bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 


giác ABC bằng bao nhiêu ? 


(A)5: (B10; 
s (D) 1043. 


Tam giác với ba cạnh là 5, 12 và 13 có diện tích bằng bao nhiêu 2 
(A) 30; (B) 204/2 ; 
(O 10/3 ; (D) 20. 


. Tam giác ABC có ba cạnh là 6, 10, 8. Bán kính đường tròn nội tiếp tam 


giác đó bằng bao nhiêu ? 


(A) x3 ; (B)4; 

(G2; (Đ)1. 

Tam giác ABC có 8 = 60°, € = 459, AB= 5. Hỏi cạnh AC bằng bao nhiêu ? 
(A) 53 ; () 52 ; 

(œ sẽ : (D)10, 


73 


CHƯƠNG 


(lim enDinfnmg- 


PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ 
TRONG MẶT PHẲNG 


Bằng cách đưa vào mặt phẳng một hệ trục toạ độ, mỗi 
vectơ, mỗi điểm trên mặt phẳng đó đều được xác định 
bởi toạ độ của nó. Khi đó chúng ta có thể chuyển nhiều 
bài toán hình học sang bài toán đại số và ngược lại, từ 
kết quả của đại số suy ra được một số tính chất và mối 
quan hệ giữa các hình hình học. 

Yêu cầu đối với các em khi học chương này là 


- Lập được phương trình đường thẳng, đường tròn, đường 
cônic khi biết các yếu tố xác định mỗi đường. 

- Từ phương trình của các đường, thấy được các tính chất 
và quan hệ giữa các đường. 

- Nhớ và vận dụng được các biểu thức toạ độ vào việc 
tính khoảng cách, tính góc. 


PHƯƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT 
§ CỦA ĐƯỜNG THẮNG 


1. Phương trình tổng quát của đường thẳng 


: & „ải ` ` mm. T 
Trên hình 65, ta có các vectơ 7, m›, ñ khác 0 3 
mà giá của chúng đều vuông góc với đường 
thắng A. Khi đó, ta gọi m1, mạ, my là những ¬ # 
vectø pháp tiyến của A. L k 
ĐỊNH NGHĨA Hình 63 


Vectø ñ khác 0, có giá vuông góc với đường thẳng A gọi là 


vectơ pháp tuyến của đường thẳng A. 


Môi đường thẳng có bao nhiêu wectø pháp tuyến ? Chúng liên hệ với nhau 


như thế nào ? 


Cho điểm I và vectø Tỉ # 0. Có bao nhiêu đường thẳng đi qua I và nhận ñ 


là vectơ pháp tuyến ? 

Bài toán 

Trong mặt phẳng toạ độ, cho điểm 
TOg :yg) về vectơ ñ (4; b) # Ö. Gọi A 
là đường thẳng đi qua 1, có vectơ pháp 
tuyến là n. Tìm điều kiện của x và y để 
điểm M(x ; y) nằm trên A. 

Giải. (h. 66) 

Điểm M nằm trên A khi và chỉ khi 


1M L ñ, hay 


TM .ïï = 0. Œ) 


Hình 6ó 


Ta có JM = (x—xg; y— yạ) và # = (2; b) nên (*) tương đương với 
a(x = xạ) + P(y~ yụ) = 0. q) 
Đây chính là điều kiện cần và đủ để M(x ; y) nằm trên A. 


Biến đổi (1) về dạng đv + by — axạ — byạ = 0 và đặt —axẹ — byạ = c, ta được 
phương trình 


áav+by+c=0 (42 +bŸ #0) 
và gọi là phương trình tổng quát của đường thẳng A. 


Tóm lại, 


Trong mặt phẳng toạ độ, mọi đường thẳng đều có phương trình 
tổng quát dụng 


dx+by+c= 0, với 4” + bŸ # 0. 


Ngược lại, ta có thể chứng minh được rằng : Mỗi phương trình dạng 
ax+by+c=0, với tổ +b2 +0 


đều là phương trình tổng quát của một đường thẳng xác định, nhận 7 = (z ;b) 
là vectơ pháp tuyến. 


?3| Mỗi phương trình sau có phải là phương trình tổng quát của đường thẳng 


không ? Hãy chỉ ra một vectơ pháp tuyến của đường thẳng đó : 
Tx=5=0; mựx+(m+l)y-3=0; kà -2ky+ 1=0. 


1 
Â. đường thẳng A có phương trình tổng quát là 3x- 2y+ 1= 0. 
a) Hãy chỉ ra một veclơ pháp tuyến của đường thẳng A. 
b) Trong các điểm sau đây, điểm nào thuộc A, điểm nào không thuộc A ? 
1 1 1 
MQI ; 1), NC1;-l), P|0;—|, @O;3), E|-—;—]|. 
mịn soi in) ømm r1) 
Ví dụ. Cho tam giác có ba đỉnh A = CT;—1),B= C1; 3), C= (2; -4). 
Viết phương trình tổng quát của đường cao kể từ A. 
Giải. Đường cao cần tìm là đường thẳng đi qua 4 và nhận BC là một vectơ 
pháp tuyến. Ta có BC =(3;-7)vàA=(-l;-—l) nên theo (l), phương trình 
tổng quát của đường cao đồ là 3(x + l)- 7(y+ I)= 0 hay 3x - 7y- 4=0. 
T6 


Các dạng đặc biệt của phương trình tổng quát 


2 
2 đường thẳng A : øx + by + c = 0. Em có nhận xét gì về vị trí tương đối của A và 
các trục toạ độ khi z = 0 2 Khi b = 0 2 Khi e =02 
GHI NHỚ 
Đường thẳng by + c = Ö song song hoặc trùng với trục Ox (h. 67a). 
Đường thẳng ax + c = Ö song song hoặc trùng với trục Oy (h. 67b). 
Đường thẳng ax + by = 0 đi qua gốc toạ độ (h. GTc). 


» lA y A 
0 H * 
b) €) 
Hình 67 
3 bở 
Âu» hai điểm A(z ; 0) và B(0 ; b), với ab z 0 (h. 68). 
a) Hãy viết phương trình tổng quát của đường thẳng A B0; b) 
đi qua A và Ö. 
b) Chứng tỏ rằng phương trình tổng quát của A tương 
đương với phương trình 
x.y A(a;0) Ø0 * 
—+—=I. 
a b 
: Hình 68 
GHI NHỠ 
Đường thẳng có phương trình 
~+=l(a#0.b# 0) @) 
a b 


đi qua hai điểm A(a ; 0) và B(0; b). 
Phương trình dạng (2) được gọi là phương trình đường thẳng theo 
đoạn chắn. 


? 


Đ 


Viết phương trình tổng quất của đường thẳng đi qua A(—1 ; 0) và B(0 ; 2). 


Si CHÚ Ý 
Xét đường thẳng A có phương trình tổng quát av + by+ e= 0. 
Nếu b z 0 thì phương trình trên đưa được về dạng, 


y=ky+m (3) 
với k=~— ” H = ¬ên Khi đó k là hệ số góc của đường thẳng A 
) ) 


và (3) gọi là phương trình của A theo hệ số góc. 
TT 


Ý nghĩa hình học của hệ số góc (h. 69) 

Xét đường thẳng A : y= kv +. 

Với k # 0, gọi éM là giao điểm của A với trục Øv 
và ẤM là tia của A nằm phía trên Øx. Khi đó, nếu 
ø là góc hợp bởi hai tia ÄM⁄ và Mx thì hệ số góc 
của đường thẳng A bằng fưng của góc ø, tức là 
k = tanz. 


Hình 69 


Khi & = 0 thì A là đường thắng song song hoặc 
trùng với trục Ớx. 


[>5] Mỗi đường thẳng sau đây có hệ số góc bằng bao nhiêu ? Hãy chỉ ra góc & 
tương ứng với hệ số góc đó. 
đ)Ai:2v+2y—-1=0; 
b)A¿: jÄv— y+5=0 


2. Vị trí tương đối của hai đường thẳng 
“Trong mặt phẳng toạ độ, cho hai đường thẳng A¡, A có phương trình 
Ai: ax+iy+ecij=0, 
A¿: đaY+ bay+ca=0. 


Vì số điểm chung của hai đường thẳng bằng số nghiệm của hệ gồm hai 
phương trình trên, nên từ kết quả của đại số ta có 


a) Hai đường thẳng A, A; cất nhau khi và chỉ khi 


ác hị 6 


d2 bạ 


b) Hai đường thẳng, Ai, Aa song song khi và chỉ khi 


lớp Ủ, bị c 
L TH và |! z0, 
d2 bạ lạ c; 
NG ¬x 
hoặc =0 và #0; 
dd bạ cạ đ2 


e) Hai đường thẳng A¡, Ás trùng nhau khi và chỉ khi 


ới bị “ bị ci 


đa bạ bạ cạ (2 đ› 
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7 


Trong trường hợp đ¿, bạ, cy đều khác 0, ta có 


b 
AI, Aa cắt nhau cà<kaá _—; 
"1¬ 


ÀpJAs & SL„ 


Aip=Ay; œ “L= L=<L 


bị 


%.#2 4 2.81 4 HUẾ 3 SN VẬx cãi Beới L4 cử À 
[26] Từ tỉ lệ thức —L = » có thể nói gì về vị trí tương đối của At và Aa 2 


2 2 
Xót vị trí tương đối của hai SN thẳng Ai, Á; trong môi trường hợp sau 
4)ÀAi:J2x-3y+5=0 và :ư+3y — x43 =0; 
b)Ai:x-3y+2=0 và 0 xxx: še2 Sinh 
€)Ai:0/7x+12y-5=0 và A¿;:l4v+24y- 10=0. 


Câu hỏi và bài tập 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
a) Đường thẳng song song với trục Øx có phương trình y = m (m # Ô) ; 
b) Đường thẳng có phương trình x = mĩ + Ï song song với trục Óy; 
e) Phương trình y= &x + b là phương trình của đường thẳng ; 
đ) Mọi đường thẳng đều có phương trình dạng y= &x + b; 
e) Đường thẳng đi qua hai điểm A(ø ; 0) và B(0 ; b) có phương trình 


+3=1, 
b 


Rị* 


Viết phương trình tổng quát của 
a) Đường thẳng Óv ; 
b) Đường thẳng Óy ; 


e) Đường thẳng đi qua MŒ%g ; yạ) và song song với Óx ; 
d) Đường thẳng đi qua M( Xọ ; yp) và vuông gốc với Ov ; 
e) Đường thẳng OM, với Mạ ; yạ) khác điểm Ø. 
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Cho tam giác ABC có phương trình các đường thẳng AB, BC, CA là 
AB:2rv-3y-1=0; 
BC:x+3y+7=0; 
CA :5x- 2y+1=0. 

Viết phương trình tổng quát của đường cao kẻ từ đỉnh B. 

Cho hai điểm P(4 ; 0), Ó(0 ; -2). 


a) Viết phương trình tổng quát của đường thẳng đi qua điểm A(3 ; 2) và 
song song với đường thẳng PO ; 


b) Viết phương trình tổng quát của đường trung trực của đoạn thắng PO. 
Cho đường thẳng đ có phương trình x - y= 0 và điểm M(2 ; 1). 

a) Viết phương trình tổng quát của đường thẳng đối xứng với đường thẳng đ 
qua điểm M. 

b) Tìm hình chiếu của điểm M trên đường thẳng ở. 


Xét vị trí tương đối của mỗi cặp đường thẳng sau và tìm giao điểm (nếu có) 
của chúng, 


a)2x—- 5y+3= 0 và 5x+ 2y— 3= 0; 
b)x- 3y+4=0 và 0,5x- l5y+4=0; 
e) I0v+2y— 3 = 0 và 5y + y— 1,5= 0. 


PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ CỦA 
2 
ĐƯỜNG THẮNG 


1. Vectơ chỉ phương của đường thẳng 
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Trên hình 70, vectơ ri khác Ồ, có giá là 


dường thẳng A ; veetơ ?› khác ở, có giá 


song song với A. Khi đó ta gọi ïỊ, ; là 


các vectơ chỉ phương của đường thẳng A. Hình 70 


ĐỊNH NGHĨA 


Vectơ rỉ khác 0, có giá song song hoặc trùng với đường thẳng A 


được gọi là veetơ chỉ phương của A. 


21] Vec¿ơ chỉ phương và vectơ pháp tuyến của một đường thẳng quan hệ với 


nhan như thế nào ? 


=2 
tò 


Vì sao vectơ tỉ = (b ; — a) là một vectơ chỉ phương của đường thẳng có 


phương trình ax + by +c= 0 


2. Phương trình tham số của đường thẳng 


Bài toán. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho đường thẳng A đi qua điểm 
lŒxạ ¡ yạ) và có vectơ chỉ phương tỉ = (a ; b). Hãy tìm điều kiện của x và y 


để điểm M(x ; y) nằm trên A. 


Â&' (Để giải bài toán) P) : 
Điểm M nằm trên A khi và chỉ khi vectơ 7 cùng 


phương với vectơ ¡ (h. 71), tức là có số 7 sao cho 
]M = ti. 


Hãy viết toạ độ của JMƒ và của z rồi so sánh 
các toạ độ của hai vectơ này. Hình 71 


Từ hoạt động trên suy ra : Điều kiện cần và đủ để M(x ; y) thuộc A là có 
số í sao cho 


'= Yp +f 
TH... () 


y =ÿyp +f 


Hệ (1) được gọi là phương trình tham số của đường thẳng A, với tham số í. 


_ CHÚ Ý 
Với mỗi giá trị của tham số r, ta tính được x và y từ hệ (1), tức là 
có được điểm Ä⁄(x ; y) nằm trên A. Ngược lại, nếu điểm M(x ; y) 
nằm trên A thì có một số / sao cho v, y thoả mãn hệ (1). 


8l 


Cho đường thẳng A có phương trình tham số 


x=2+t 
y=1-¬21. 


a) Hãy chỉ ra một vectơ chỉ phương của A. 


b) Tìm các điểm của A ứng với các giá trị t= 0,t=— 4,t= 5 D 


©) Điển nào trong các điểm sau thuộc A 2 


MŒ ; 3), N( ;~5), P(0; 1), Q(0; 5). 


2 
Â¿. đường thẳng ¿ có phương trình tổng quát 2v - 3y — 6 = 0. 
a) Hãy tìm toạ độ của một điểm thuộc ở và viết phương trình tham số của ¿i. 


b =2+1L5 
b) Hệ | Đ) có phải là phương trình tham số của ¿i không 2 
y=-=rif 
3 


c) Tìm toạ độ của điểm 1 thuộc đi sao cho ØM = 2. 


k 


CHÚ Ý 


X= 1xụ † đf 


“Trong phương trình tham số | của đường thẳng, nếu 


y=ÿyp+bt 
a0, b# 0 thì bằng cách khử tham số ứ từ hai phương trình trên, 
ta đi đến 


C—... 2U, trzj0 T0), (2) 
a b 

Phương trình (2) được gọi là phương trình chính tắc của đường thăng. 

Trong trường hợp ø = 0 hoặc b = 0 thì đường thẳng không có 


phương trình chính tắc. 


Ví dụ. Viết phương trình tham số, phương trình chính tắc (nếu có) và 
phương trình tổng quát của đường thẳng trong mỗi trường hợp sau 


a) Đi qua điểm A(I ; L) và song song với trực hoành ; 


b) Đi qua điểm BQ ; —1) và Song song với trục tIHHØ ; 


€) Đi qua điển C(2; 1) và vuông góc với đường thẳng d : 5v - 7y +2 = 0. 
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Giải 
a) Đường thẳng cần tìm có vectơ chỉ phương ứ= (1 ;0) và đi qua A nên nó có 


b x=l+f ' 8 . 
phương trình tham số là | Í và phương trình tổng quát là y- I = 0. 
y= 


Đường thẳng đó không có phương trình chính tắc. 


b) Đường thẳng cần tìm có vectơ chỉ phương P = (0; l) nên không có 
phương trình chính tác. Do đường thẳng đó đi qua B nên nó có phương 


trình tham số là [ 1 và phương trình tổng quát là x— 2= 0. 
y=-l+f 
e) Vectơ pháp tuyến 7 = (5 ; -7) của đ cũng là một vectơ chỉ phương của 
đường thẳng A cần tìm (do A L đ). Do đó phương trình tham số của A 
„Íx=2+5r š mm v2 y-Ï 
là và phương trình chính tắc của A là =—. 
\y=I—1 


5 ¬ 


Từ phương trình chính tắc (hoặc tham số) của A, ta suy ra được phương, 
trình tổng quát của A là 7x + 5y I9= 0. 


3 
Viết phương trình tham số, phương trình chính tắc (nếu có) và phương trình tổng 
quát của đường thẳng đi qua hai điểm M(-4 ; 3) và NI ; -2). 


Câu hỏi và bài tập 


7. Cho đường thẳng A : { . Hỏi trong các mệnh để sau, mệnh đề 


nào sai ? 

a) Điểm A(-1 ; -4) thuộc A. 

b) Điểm ð(8 ; 14) không thuộc A, điểm C(8 ; 14) thuộc A. 
e) A có veetơ pháp tuyến z = (1 ; 2). 

d)A có vectơ chỉ phương # = (1 ;~2) 


e) Phương trình = =+ — là phương trình chính tác của A. 


†) Phương trình - là phương trình chính tắc của A. 


10 


" 
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Cho đường thẳng A : øx + by + e= 0. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề 
nào đúng ? 

a) Vectơ r = (œ ; b) là vectơ pháp tuyến của A. 

b) A có vectơ chỉ phương # = (—b; 4). 

e) A có vectơ chỉ phương H = (kb ; ka) với k # 0. 

đ)A có vectơ chỉ phương # = (5b ; — %4). 

e) Đường thẳng vuông góc với A có vectơ chỉ phương ở = (4 ; b). 

Hãy viết phương trình tham số, phương trình chính tắc (nếu có) và phương 
trình tổng quát của đường thẳng đi qua hai điểm A và B trong mỗi trường 
hợp sau 

2)A=(C3;0),B=(0;5); 

b)A=(4;1), B=(;2); 

©)A=(-4;1),B=(1;4). 


_ yv+3 


Cho điểm A(-5 ; 2) và đường thẳng A : - . Hãy viết phương, 


1 -2 


trình đường thẳng 
a) Đi qua A và song song với A ; 
b) Đi qua A và vuông góc với A. 


Xét vị trí tương đối của mỗi cặp đường thẳng sau đây và tìm toạ độ giao 
điểm (nếu có) của chúng 


x=4-2/ x=8+Ó/' 
a) và 
y=5+f y=4-3/'; 


Tìm hình chiếu vuông góc của điểm P(3 ; -2) trên đường thẳng A trong 
mỗi trường hợp sau 


wx=í 
a)A: 
mẻ 


b)A:= 


c)A: 5x- 12y+10=0. 

13. Trên đường thẳng A : x — y + 2= 0, tìm điểm Ä⁄ cách đều hai điểm E(0 ; 4) 
và F(4 ;—9). 

14. Cho hình bình hành có toạ độ một đỉnh là (4 ; =1). Biết phương trình các 
đường thắng chứa hai cạnh là v - 3y= 0 và 2v + 5y + 6= 0. Tìm toạ độ ba 
đỉnh còn lại của hình bình hành đó. 


KHOẢNG CÁCH VÀ GÓC 


1. Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng 
Bài toán 1. Trong mặt phẳng toạ độ, cho đường thẳng A có phương trình tổng 
quát ax + by + e= 0. Hãy tính khoảng cách d(M ; A) từ điểm My : Yy) 
đến A. 
Giải. (h. 72) Gọi Mĩ Tà hình chiếu của M trên A 
thì độ dài đoạn #⁄M chính là khoảng cách từ 
M đến A. 


Hiển nhiên M⁄'M cùng phương với vectơ pháp 
tuyến ?{z ;b) của A, vậy có sổ k sao cho 


M`M = ki. đq) 


Hình 72 


-Va? +2, (2) 


Mặt khác, nếu gọi (+; y2 là toạ độ của Ä thì từ (1) ta có 


Từ đó suy ra 


đ(M:A)= WM= |kÌ.| ñ Ì=Ìk 


('= Xu — ka 


= yụ — kb. 


Vì /ÉM' nằm trên A nên ø(v„ - &đ) + b(y„ — kb) + e = 0. Từ đó suy ra 
axu + byu +€ 


k= 
a2+b? 


. Thay giá trị của k vào (2) ta được 


A(M ; A) = |ex„ + by„ + HỆ 


d2 + b2 


1 
Â tính khoảng cách từ điểm Ä⁄ đến đường thẳng A trong mỗi trường hợp sau 
a) M(13; 14)và A: 4v— 3y + 15=0; 
=7-2t 
b) M(5 ;~1) và A: Ị 
y=-4+?. 
Vị trí của hai điểm đối với một đường thẳng 


Cho đường thẳng A : ax + by + c= 0 và điểm M(x„ ; yy). Nếu M là hình 
chiếu (vuông góc) của Xí trên A thì theo lời giải của Bài toán I, ta cố 


M'M =iÈfi( ong đã Ệ Giữ Đầm Thế, 


a2+p° 
Tương tự nếu có điểm NW(v„ ; y„) với NM“ là hình chiếu của X trên A thì ta 
cũng có 
NÌN = k', trong đó k*= — 
dS+b 


1| Có nhận xét gì về vị trí của hai điển M, N đối với A khi k và k' cùng dấu ? 
Khi k và k“ khác dấu ? 


Ta có kết quả sau 
Cho đường thẳng A : ax + by + c= 0 và hai điểm M(Xxự ; Vụ), 
Nềy ¡ yy) không nằm trên A. Khi đó 
Hai điểm M, N nằm cùng phía đối với A khi và chỉ khi 
(axw + byự + €)(đXN + byy +) >Ũ; 
Hai điểm M, N nằm khác phía đối với A khi và chỉ khi 
(axy + byu + €(4Xy + byy +c) <0. 
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2 
Ñ.. tam giác A8C có các đỉnh là A = (1 ;0),B= (2: -3),€=(-2; 4) và 
đường thẳng A :.v— 2y + 1 = 0. Xét xem A cắt cạnh nào của †am giác. 


Ta có thể áp dụng công thức tính khoảng cách để viết phương trình các đường. 
phân giác. 
Bài toán 2. Cho hai đường thẳng cắt nhau, có phương trình 

Ai: aix+biy+ci=0 và A¿: đY+ bạy+cạ= 0. 


Chứng mỉ nh rằng phương trình hai đường phân giác của các góc tạo bởi 
hai đường thẳng đó có dạng 


địX + DỊy Teị 2 đạX + b2 y+ c _ 0 
\ +hể 42 +Ÿ 


lAŠ ' 
Hãy giải Bài toán 2, với chú ý rằng điểm M thuộc 

một trong hai đường phân giác khi và chỉ khi nó 

cách đều hai đường thẳng A¡ và As (h. 73). 


1 
I 
h 
I 
ị 
ị 
I 
A2 Ù 
Ví dụ. Cho tam giác ABC với Hình 73 
A= (š:3).a=a ¡2), C=(-4 3). 
4 
Viết phương trình đường phân giác trong của góc A. 


Giải. Dễ thấy các đường thắng AB và AC có phương trình 
AB: 4x-3y+2=0 và AC: y-3=0. 


Các đường phân giác trong và phân giấc ngoài của góc A có phương trình 


4x-3y1+12_y-3_g kpẩu 4x—~3y+2_ y cũ 
5 1 5 1 
hay : 4x + 2y~13= 0 (đường phân giác đI) 


4x — 8y + 17 = 0 (đường phân giác d). 


Do hai điểm 8, € nằm cùng phía đối với đường phân giác ngoài và nằm 
khác phía đối với đường phân giác trong của góc A nên ta chỉ cần xét vị trí 


§7 


của 8, € đối với một trong hai đường, chẳng hạn đ;. Thay toạ độ của 8, C 
lần lượt vào vế trái của d; ta được 
4- l6+ 17=5>0 và -16- 24+ 17=-23<0, 
tức là 8, C nằm khác phía đối với dạ. 
Vậy phương trình đường phân giác trong của góc 4A là 
dạy: 4x-8y+17=0. 


2. Góc giữa hai đường thẳng 


ĐỊNH NGHĨA 
Hai đường thẳng a và b cắt nhau tạo thành bốn góc. Số đo nhả 
nhất của các góc đó được gọi là số đo của góc giữa hai đường 
thẳng a và b, hay đơn giản là góc giữa a và b. 


Khi a song song hoặc tràng với b, ta quy tớc góc giữa chúng 
° 


bằng 0 2 
?2| Trên hình 74, góc giữa hai đường thẳng a LỆ 
5 3 TN m £ £ : 1209 
và b bằng bao nhiêu ? Hãy so sánh góc đồ 
vái góc giữa hai vectơ , ý và góc giữa hai F; 
vectØ 1Ì, V, 
: Làn, 
cơ” CHÚ Ý Hình 74 


Góc giữa hai đường thẳng ø và b được kí hiệu là (a,b), hay đơn 


giản là (a, b). Góc này không vượt quá 90° nên ta có 
(a,b) = (,#) nếu (,#) < 907, 
(a, b) = 180” = (1ï,ÿ) nếu (1, .) > 90”, 
trong đó í, lần lượt là vectơ chỉ phương của z và b. 


Â: 


Cho biết phương trình của hai đường thẳng A và A' lần lượt là 


Íx=7-2 : [x=l+r 
và 
Ìy=5-r Ìy=2+3. 
Tìm toạ độ vectơ chỉ phương của hai đường thẳng và tìm góc hợp bởi hai đường 


thẳng đó. 
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Bài toán 3 


a) Tìm côän của góc giữa hai đường thẳng A và A; lân lượt cho bải các 
phương trình 


ax+iy+ei=0 và: awx+bạy+c¿= 0. 
b) Tìm điều kiện để hai đường thẳng Ai và A; vuông góc với nhau. 


e) Tàm điều kiện để hai đường thẳng y = kx + b và y = kx + b' vuông góc 
với nhau. 


Â (Để giải Bài toán 3) 
Viết toạ độ hai vectơ chỉ phương của A¡ và 7; của A¿. 

Hãy chứng tổ rằng cos(A, A„) — |eosđi,, i7,)|. Từ đó đi đến các kết quả sau đây 
l hy bịba| 
xư? + bệ A2 + bỹ 

vectơ pháp tuyến của A¡, A„ 
b) Ai L A2 © aiđy + bịhạ = 0. 


a) cos(Ai, Àz) = =|Eosới, 72)|, trong đó 7, 7; lần lượt là 


c) Áp dụng câu b) hãy chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để hai đường thẳng 
y=kv+b Và y= kx + bˆvuông góc là kk“= —1. 


6 
Ầ góc giữa hai đường thẳng A; và A; trong mỗi trường hợp sau 


gÌÂt; x=l3+/ tuy” 5—2# 
Ìy=-2+2r Ìy=7+f; 
b)Ái:x—5; Az:2v+y—14=0; 

x=4-f 


Asz:2x+3y-1=0. 


Câu hỏi và bài tập 
15. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


a) Côsin của góc giữa hai đường thẳng ø và b bằng côsin của góc giữa hai 
vectơ chỉ phương của chúng. 
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b) Nếu hai đường thẳng A và A' lần lượt có phương trình px + y + z = 0 và 
x+py+n=0thì 


cos(A, A')= LÊN, 
pc. +1 


©) Trong tam giác ABC ta có 
cosA = cos(AB, AC) h 


d) Nếu ø là góc giữa hai đường thẳng chứa hai cạnh AB, AC' của tam giác 
ABC thì 


e) Hai điểm (7 ; 6) và (—1 ; 2) nằm về hai phía của đường thẳng y= +. 


Cho ba điểm A(4 ; -1), B(—3 ; 2), C(1 ; 6). Tính góc BAC và góc giữa hai 
đường thẳng AB, AC. 


Viết phương trình đường thẳng song song và cách đường thẳng øv + by+ e= 0 
một khoảng bằng j cho trước. 


Cho ba điểm A(3 ; 0), B(-5 ; 4) và P(10 ; 2). Viết phương trình đường 
thẳng đi qua P đồng thời cách đều A và B. 


Cho điểm M(2 : 3). Viết phương trình đường thẳng cắt hai trục toạ độ ở A 
và B sao cho ABM là tam giác vuông cân tại đỉnh M. 


Cho hai đường thẳng 
Ai:x+2y-3=0, 
As:3x—-y+2=0. 
Viết phương trình đường thẳng A đi qua điểm (3 ; 1) và cất Aq, Aa lần 


lượt ở A, B sao cho A tạo với Ai và A2 một tam giác cân có cạnh đáy là AB. 


§ ĐƯỜNG TRÒN 


1. Phương trình đường tròn 
Trên mặt phẳng toạ độ, cho đường tròn (2) có 
tâm /(xạ ; yụ) và bán kính # (h. 75). 


Điểm M(x ; y) thuộc đường tròn () khi và chỉ 
khi /M = R, hay là 


2 2 2 
(x-xg} +Ó@—yp} =Ẩ”. Œ) 


Ta gọi phương trình (1) là phương trình của Hình 75 
đường tròn (4). 


1 

Ã›- hai điểm P(—2 ; 3) và Q(2 ; -3). 
a) Hãy viết phương trình đường tròn tâm P và đi qua Ó. 
b) Hãy viết phương trình đường tròn đường kính PO. 


2. Nhận dạng phương trình đường tròn 
Biến đổi phương trình (1) về dạng 
+ y? — 2vpYT— 2yqy + xã + vẽ _#= 0, 
ta thấy mỗi đường tròn trong mạt phẳng toạ độ đều có phương trình dạng 
Ä} y +2ax+2by+c=0. (2) 


Ngược lại, phải chăng mỗi phương trình dạng (2) với ø, b, c tuỳ ý, đều là 
phương trình của một đường tròn ? 


Ta biến đổi phương trình (2) về dạng, 

(x+ a*? +ứ+ b)Ÿ = z? + b? 0y 
Nếu gọi 7 là điểm có toạ độ (— đ ; - b), còn (x ; y) là toạ độ của điểm M thì 
vế trái của đẳng thức trên chính là IMẺ. Bởi vậy ta đi đến kết luận 


9I 


s 2 3 hy Gi2 sờ 
Phương trình xˆ + yˆ + 2ax + 2by + c= 0, với điều kiện 


zˆ + pỲ >e, là phương trình của đường tròn tâm I(— a ; — b), 


bán kính R = la? + €. 


2 
Ằ. a?+b”<e, hãy tìm tập hợp các điểm M có toạ độ (x ; y) thoả mãn phương trình (2). 


? 
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Trong các phương trình sau, phương trình nào là phương trình đường tròn ? 
a)x ty" 0,14v1542y-7=0; — b)3v2+3y2+2003v- 17y=0; 
e)A“+yP —2r-6y+103=0; d)x7+ 2y?~ 2x+5y+2=0; 
e)xf + y —2xy+3x— 5y—1=0. 
Ví dụ. Viết phương trình đường tròn đi qua ba điển M(I ; 2), N(5 ; 2) 
và P(1 ;—3). 
Giải. Gọi I(x ; y) và # là tâm và bán kính của đường tròn đi qua ba điểm 
M,N,P. 
Từ điều kiện 7M = 7N = 1P ta có hệ phương trình 
l ~Đ” +(y~ 22 =(x~ 5)” + (y~ 2)? 
(UP? t0= 2)? = œ0? tữSŸ. 
Dễ dàng tìm được nghiệm của hệ là v= 3 ; y= - 0,5. Vậy 7= (3 ;— 0,5). 
Khi đó R” = IM” = 10,25. Phương trình đường tròn cân tìm là 
(x~ 3)” + @+ 0,5)” = 10,25. 
Có thể giải bài toán bằng cách khác. 
Giả sử phương trình đường tròn có dạng, 
v + y` + 2ax+ 2by+c= 0. 

Do M, N, P thuộc đường tròn nên ta có hệ phương trình với ba ẩn số a, b, e 

5+2z+4b+c=0 (1) 

29+10œ+4b+e=0 (2) 

10+2a-6b+c=0. @) 


Từ (1) và (2) suy ra 24 + 8z = 0, do đó ø= - 3. Từ (I') và (3) suy ra 
=5 + 10 =0, do đó b = 0,5. Thay ø và b vừa tìm được vào (1') ta có 


c=-5+6=2=-— 1, 


Vậy phương trình đường trồn cần tìm là + y. —6Øx+y-1=0. 


3. Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 
Bài toán 1. Viế? phương trình tiếp tuyến của đường tròn 
Œ@: @œ+1 +(y- 2 =5, 
biết rằng tiếp tuyến đó đi qua điểm M (5-1; 1). 
Giải. Dường tròn (2) có tâm /(- I ; 2) và bán kính # = x5. 
Đường thẳng A đi qua M có phương trình 
a@= X5 +1) + by — D = 0 (với d” + bỐ #0), 
Khoảng cách từ /(—1 ; 2) tới đường thẳng A là 
lác1- Ý5+Ð+b2~— 0| E5 +| 


4a? +b° : 44? +b? : 


Để A là tiếp tuyến của đường tròn, điều kiện cần và đủ là khoảng cách 


d(: A)= 


đ(1; A) bằng bán kính của đường tròn, tức là 


|_v5a + b - +5 


a2+b2 


hay 5a + Đ| = \5a2 + 592 . 
Từ đó b(2b + xÏ5a) = 0, suy ra b = 0 hoặc 2b + AÍ5 a= 0. 
Nếu b =0, ta có thể chọn z = l và được tiếp tuyến 
Airx-AS+1=0, 
Nếu 2b + AÍ5 ø = 0, ta có thể chọn a= 2,b= -A5 và được tiếp tuyến 
Az:2x- 5y+2- 4s- 0. 
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Để viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn, ta thường dùng điều kiện sau 
Đường thẳng tiếp xúc với đường tròn khi và chỉ khi khoảng cách từ tâm 
đường tròn đến đường thẳng bằng bán kính của đường tròn. 
Tuy nhiên, để viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn tại điểm #M cho 
trước thuộc đường tròn, ta có cách giải đơn giản hơn. 
Bài toán 2. Cho đường tròn 
+°+y°—2x+4y— 20 = 0 
và đểm M(4; 2). 
a) Chứng tỏ rằng điển M nằm trên đường tròn đã cho. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn tại điểm M. 
Giải. (h. 76) 


a) Thay toạ độ (4 ; 2) của ‡⁄ vào vế trái của 
phương trình đường tròn, ta được 


42+22~2.4+4.2- 20 =0. 
Vậy É nằm trên đường tròn. 


b) Đường tròn có tâm 7= (I ; =2). Tiếp tuyến của 
đường tròn tại M là đường thẳng đi qua #M và 


nhận Mĩ làm vectơ pháp tuyến. Hình 76 
Vì Mĩ = (-3;—4) nên phương trình của tiếp tuyến là 

~3(x~ 4) ~ 4(y~ 2)= 0 
hay 3x +4y- 20= 0. 


3 
Âu phương trình đường thẳng đi qua gốc toạ độ và tiếp xúc với đường tròn 


():A2+y“=3x+y=0. 


4 
Â phương trình tiếp tuyến của đường tròn (x —- 2”+ (y+ 3)” = 1, biết tiếp tuyến 
đó song song với đường thẳng A : 3x- y+ 2= 0. 
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Câu hỏi và bài tập 
21. Cho phương trình 
xh+y2+px+(p- 1)y=0. q) 
Hỏi trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
a) (1) là phương trình của một đường tròn. 
b) (1) là phương trình của một đường tròn đi qua gốc toạ độ. 
e) (1) là phương trình của một đường trồn có tâm J(p ; p— ]). 


đ) (1) là phương trình của đường tròn có tâm -‡ Re = ' và bán kính 


£=+12p°~2p+1. 


2 


x 
. 


Viết phương trình đường tròn (2) trong mỗi trường hợp sau 
a) (2) có tâm /(I ; 3) và đi qua điểm A(3; l) ; 


b) (2) có tâm /(-2 ; 0) và tiếp xúc với đường, thắng A:2r+y-1=0. 


» 
P 


Tìm tâm và bán kính của đường tròn cho bởi mỗi phương trình sau 
a)x7°+y”~2v—2y— 2-30; 

b)x”+y”— 4y— 6y+2=0; 

c) 2x2+ 2y7~ 5x-4y+l +” = 0. 

24. Viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm M(I1 ;-2), N(1 ; 2), P(Š ; 2). 
25. a) Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với hai trụe toạ độ và đi qua điểm 
Ø? Ù: 

b) Viết phương trình đường tròn đi qua hai điểm (I ; l), (1 ; 4) và tiếp xúc 
với trục Óy. 


26. Tìm toạ độ các giao điểm của đường thẳng 
x=l+2 
A: 
y=-2*f 


và đường tròn (9; (x - I)ˆ +(y— 2)” = l6. 


27. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn xT+ v = 4 trong mỗi trường 
hợp sau 
a) Tiếp tuyến song song với đường thẳng 3v - y + 17= 0; 
b) Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng v + 2y— 5= 0; 
e) Tiếp tuyến đi qua điểm (2 ; -2). 
28. Xét vị trí tương đối của đường thẳng A và đường tròn (2) sau đây 
A:3v+y+m=0, 
(@: x+yf- 4x+2y+1=0. 
29. Tìm toạ độ các giao điểm của hai đường tròn sau đây 


(0:4 2+y°+2x+2y— 1=0, 


():v2+yˆ~2x+2y~T7=0, 


§ ĐƯỜNG ELIP 


Đường elip là một đường quen thuộc với chúng ta và thường gặp trong 
thực tế, chẳng hạn : 

~ Bóng của một đường tròn in trên mặt đất bằng phẳng dưới ánh sáng mặt 
trời thường là một đường elip (h. 77). 


Hình 77 Hình 78 
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1. Địn 


Â 


- Ta đổ một ít nước màu vào một cốc thuỷ 
tỉnh hình trụ. Nếu đặt đứng cốc nước trên mặt 
bàn nằm ngang thì mặt thoáng của nước trong 
cốc là một hình tròn, giới hạn bởi một đường, 
tròn. Nếu ta nghiêng cốc nước đi thì mặt 
thoáng của nước được giới hạn bởi một đường, 
clip (h. 78). 


- Quỹ đạo của Trái Đất khi quay quanh Mặt Hình 79 

Trời là một đường elip. Các nhà thiên văn học 

đã phát hiện ra rằng, trong hệ Mặt Trời, môi hành tỉnh đều chuyển động 
theo một quỹ đạo là đường elip (h. 79). 


h nghĩa đường elip 


1 (Vẽ đường elip) 

Em hãy đóng lên mặt một bảng gỗ hai chiếc định tại 
hai điểm F¡ và F› (h. 80). 

Lấy một vòng dây kín không đàn hồi, có độ dài lớn hơn 
hai lần khoảng cách #i#¿. Quàng sợi dây vào hai 
chiếc định, đặt đầu bút chì vào trong vòng dây rồi căng 
ra để vòng dây trở thành một tam giác. Hãy di chuyển 
đầu bút chì sao cho dây luôn luôn căng và áp sát mặt 
gỗ. Khi đó đầu bút chì sẽ vạch ra một đường mà ta gọi 
là đường elip. 


Hình 80 


Trong cách vẽ đường elip ở trên, gọi vị trí đầu bút chì là M. Khi M thay 


đổi, cá nhận xét gì về chủ vi tam giác MEIF¿, và về tổng ME+ + ME; ? 


ĐỊNH NGHĨA 
Cho hai điển cố định F\ và Fạ, với F1F› = 2e (c > 0). 
Đường clip (còn gọi là elip) là tập hợp các điểm M sao cho 
MEI+ MF¿= 2a, trong đó a là số cho trước lớn hơn c. 
Hai điển Fị và Fạ gọi là các tiêu điểm của elip. Khoảng cách 
2e được gọi là tiêu cự của elip. 
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2. Phương trình chính tắc của elip 
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Â 


Cho elip (E) như trong định nghĩa trên. Ta chọn hệ 
trục toạ độ Øxy có gốc là trung điểm của đoạn thẳng 
Ft4F;. Trục Óy là đường trung trực của F4; và F 
nằm trên tỉa Øv (h. 81) 


Với cách chọn hệ trục toa độ nh vậy, hãy cho 


Hình 81 


biết toạ độ của hai tiêu điểm F\ và Fạ. 
2 
Giả sử điểm M(x ; y) năm trên elip (E). Hãy tính MZ4” - MEÿ rồi sử dụng định 
nghĩa Mĩ + Mĩ = 24 để tính Mj - MF;. Từ đó suy ra 
MR| =a+ ^^ và ME, =a- “—. 
ạ a 
Các đoạn thẳng MƑ¡, MF; được gọi là bán kính qua tiêu của điểm M. 


Bây giờ ta lập phương trình của elip (E) đối với hệ trục toạ độ đã chọn 
như trên. 


Ta có 
t% cv 2 
MR=a+-—= 4œ +£€)” + y” hay (‹ + >) =(x+e)° +y2 
a a 
c2 
Rút gọn đẳng thức trên ta được : x? + =a2Te?, hay 
a 
v? y2 - 2 ‡ 2 2 2v 
“tu ca 1, Vì a“ — cˆ >0 nên ta có thể đặt a“— c“= b“ (với b> 0) 
a a : 
và được 


(a>b>0). q) 


Ngược lại, có thể chứng minh được rằng : Nếu điểm M có toạ độ (v ; y) 


thoä mãn (1) thì MH = ng MF¿ = R =— „ do đó MFI + MỸ = 2a, tức 
a a 


là M thuộc elip (E). 
Phương trình (1) gọi là phương trình chính tắc của clip đã cho. 


Ví dụ 1. Cho ba điển Fi(—A5 ; 0), Fa(Al5 ; 0) và 1(0; 3). 
a) Hãy viết phương trình chính tắc của elip có tiêu điểm là F\, Fạ và đĩ qua 1. 


b) Khi M chạy trên clip đó, khoảng cách ME\ có giá trị nhỏ nhất và giá trị 
lớn nhất bằng bao nhiêu ? 


Giải 
v? y? 

a) Elip có phương trình chính tắc =.T na 1. Điểm /(0 ; 3) nằm trên elip 
a b 

¬  a- 2 .2 ly ấm xà Tấm kgin cờ 
đã cho nên Ea 1, suy ra b“ = 9. Theo giả thiết, tiêu cự của elip đó 
a b 
là 2e= FiF¿= 2Al5. Vậy e= v5. Do đó ä” = bP+c”= 9+ 5= 14. 
& h +? y? 
Vậy elip cần tìm có phương trình chính tắc là T1 + E =1. 


b) Theo công thức về độ dài bán kính qua tiêu, ta có MFq = a+ ~.vVì 
a 


ca ca 
—a<x< anên a=—< MH <a+— hay a-e< MH < a+c. Do đó 
a a 


MEF| có giá trị nhỏ nhất là z - e = A4 - N5 khi x= — z và có giá trị lớn 
nhất là ø+ e= A14 + v5 khi v= a. 


Ví dụ 2. Viết phương trình chính tắc của clip đi qua hai điển M(O ; 1) và 
vị E ni, Xác định toạ độ các tiêu điểm của elip đó. 


3 „0 
Giải. Phương trình chính tắc của elip có dạng, T—+—=lvới a>b>0. 


TRE 
3 


a b 
| 
Blip đi qua M(0 ; 1) nên min 1 hay b2 =1, Blip đó đi qua xÍI ) 
b 


l TỶ... 3 _ ñ 
nên tuẾ Sàn 1, suy ra a”=4. Vậy elip cần tìm có phương trình chính 
a 4b 
tác là 
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3. Hình dạng củ 


42 ~ bẦ=4—1=3. Vậy toa độ các tiêu điểm của elip đó là 


ñ=CxB:0) và m = (3 ;0). 


a elip 


a) Tính đối xứng của elip 


?3| Cho clip có phương trình (L) và một điểm Mxg : vạ) nằm trên elip. Hỏi 


các điển sau đây có nằm trên elip không ? 


b) Hình ch 
Elip với ph 


trục Óy tại 


Mi(T—xa ; Yạ). M2(Xa ; —Yo)› MỸ2(—Xg ; —Yn)- 
Từ đó suy ra 
Elip có phương trình (1) nhận các trục toa độ làm các trục 
đốt xứng và gốc toạ độ làm tâm đối xứng. 
lữ nhật cơ sở 
ương trình chính tác (1), cất trục Óy tại hai điểm A¡ và A;, cất 


hai điểm ðBụ và Bạ. Bốn điểm đó gọi là các đỉnh của elip. Trục 


ÓOy được gọi là frục lớn, trục Oy được gọi là frựe bé (hay trục nhỏ). Người 


ta cũng gọi 
đoạn BỊB› 


lớn là 2a, độ dài trục bé là 20. 


Vẽ qua A¡ 


song song, với trục tung, vẽ qua Öị 


và B; hai đường thẳng song song 
với trục hoành. Bốn đường thẳng 
đó tạo thành hình chữ nhật PORS. 


đoạn A¡4; là trục lớn, 


à trục bé. Độ dài trục 


và 4; hai đường thẳng 


Ta gọi hình chữ nhật đó là hình j 
chữ nhật cơ sở của elip (h. 82). Hình 82 


Nếu xét điểm M(x ; y) nằm trên elip có phương trình chính tắc (1) thì giá 


trị nhỏ nhất và lớn nhất của x là bao nhiêu ? Giá trị nhỏ nhất và lớn nhất 
của y là bao nhiêu ? 


Từ đó suy ra 


Mọi điển của elip nếu không phải là đỉnh đều nầm trong hình chữ 
nhật cơ sở của nó. Bốn đỉnh của elip là trung điểm các cạnh của 
hình chữ nhật cơ sở. 
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c) Tâm sai của elip 


TỈ số giữa tiêu cự và độ dài trục lớn của elip gọi là tâm sai 


h 1 ^ ha » “ » C 
của elip và được kí hiện là e, tức là e = —- 
ạ 


2 
b =z 
Rõ ràng là 0 < e < I. Hơn nữa, do LÓT Tà bại thuc 
a a 
— Nếu tâm sai e càng bé (tức là càng gần 0) 
thì ø càng gần z¿ và hình chữ nhật cơ sở 
càng gần với hình vuông, do đó đường elip 


càng "béo 


— Nếu tâm sai e càng lớn (tức là càng gần I) thì 


ấy... sáu" ¬ Š : 2 

tỈ số ^ càng gần tới 0 và hình chữ nhật cơ sở 
ki ‹ Hình 83 

càng “dẹt", do đó đường elip càng “gầy” (h. 83). 

Ví dụ 3. Một đường hâm xuyên qua núi có chiều rộng là 20 m, mặt cắt 

đứng của đường hâm có dạng nửa elip như hình 84. Biết rằng tâm sai của 

đường elip là e 0,5. Hãy tìm chiêu cao của đường hầm đó. 

Giải. Gọi chiều cao của đường hầm là b y 

Nửa trục lớn của elip là z = 10 m. Elip có 

nửa tiêu cự là e = đ.e 5 (m). 


Chiều cao của hầm là 
b= a2? = cˆ # 100 = 25 x 8,7 (m). 


d) Elip và phép co đường tròn 


Hình 84 


Bài toán. Trong mặt phẳng toạ độ, cho đường tròn (`) có phương trình 
dU Ƒ ậ ạ ác 6 t. bà 


x? + y = a2 và một số k (0 < k< 1). Với mỗi điểm M(x : y) trên (4, lấy 


điểm M(x' : y) sao cho xˆ= x và yˆ= ky. Tìm tập hợp các điểm M.. 


Giải. Từ ï 


y= kysuyrax=x,y= rx Điểm M thuộc đường tròn (2) 


khi và chỉ khi x2 + y” = đF, tức là 


I0I 


30. 
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Đặt b = ka, ta được tập hợp các điểm M” là 
elip (E) cố phương trình chính tắc 


+ ) y2 — Ị 
ad” b? 


Người ta nói : Phép co về trục hoành theo hệ 
số k biến đường tròn (2) thành elip (E). 


Hình 5. Phép co vẻ trục 


hoành theo hệ số & =5 biến 
đường tròn (⁄) thành elip (E). 


Em có biết 9 


Nhà thiên văn học người Đức Kê-ple (J. Kepler) đã chứng minh rắng : Mỗi hành 
tinh trong hệ Mặt Trời đều chuyển động theo quỹ đạo là một đường elip mà tâm 


Tâm sai của các quỹ đạo của 8 hành tỉnh đã quen thuộc 
trong hệ Mặt Trời như sau : 

Sao Kim: ex0,0068 Trái Đất : e0.0167 
Sao Mộc : c0,0484 Sao Hải Vương : ,0082 
Sao Thuỷ : e~0,2056 Sao Thiên Vương : e ~ 0.0460 
Sao Thổ: cz 0/0343 

Sao Hoả ;  øz 0.0934. 


Johannes Kepler Trong các hành tinh trên thì Sao Kim, Trái Đất và Sao 
(1571 1630) Hải Vương có quỹ đạo gần giống đường tròn hơn. 
Ngoài ra, chúng ta cũng biết rằng Mặt Trăng quay quanh Trái Đất theo quỹ đạo 
là một đường elip mà tâm Trái Đất là một tiêu điểm. Tâm sai của quỹ đạo này là 
e ~0,0549. 


Câu hỏi và bài tập 


v2 2 
Cho elip (E) có phương trình chính tắc = + 5 = 1. Hỏi trong các mệnh 
a b 


đề sau, mệnh đề nào đúng 2 


32 


Ũ 
3 


35 


a) Tiêu cự của (#) là 2c, trong đó cẰÀ=a2- b2, 
b) (E) có độ dài trục lớn bằng 2z, độ dài trục bé bằng 2. 
©) (E) có tâm sai e = = 
ạ 
đ) Toạ độ các tiêu điểm của (E) là l=(Œc;0), 5 =(e;0). 
e) Điểm (ở ; 0) là một đỉnh của (#). 
"Tìm toạ độ các tiêu điểm, các đỉnh, độ dài trục lớn, độ dài trục bé của mỗi 
elip có phương trình sau 


x y? 2: 
a—+—-!: “gỉ: e) x2 +4y? =4. 
25 4 


Viết phương trình chính tắc của đường elip (E) trong mỗi trường hợp sau 
Ẵ 3 
a) (E) có độ dài trục lớn bằng 8 và tâm sai e = - ỹ 
b) (E) có độ dài trục bé bằng 8 và tiêu cự bằng 4 ; 
5) 
5h 


e) (E) có một tiêu điểm là r(5 ; 0) và đi qua điểm vn ỳ 


Cho clip (E) : ~ 


a) Tính độ dài đây cung của (E) đi qua một tiêu điểm và vuông góc với trục 
tiêu (đoạn thẳng nối hai điểm của elip gọi là đấy cung của elip, trục chứa 
các tiêu điểm gọi là ứrục tiêu của elip). 

b) Tìm trên (E) điểm M sao cho MƑq = 2MF;, trong đó Ƒ\, Ƒ; lần lượt là 
các tiêu điểm của (E) nằm bên trái và bên phải trục tung. 

Vệ tỉnh nhân tạo đầu tiên được Liên Xô (cũ) phóng từ Trái Đất năm 1957. 
Quỹ đạo của vệ tỉnh đó là một đường elip nhận tâm của Trái Đất là một 
tiêu điểm. Người ta đo được vệ tỉnh cách bề mặt Trái Đất gần nhất là 
583 dặm và xa nhất là 1342 dặm (1 dặm + 1,609 km). Tìm tâm sai của quỹ 
đạo đó biết bán kính của Trái Đất xấp xỉ 4000 dặm. 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm A chạy trên trục Ox, điểm 8 chạy 
trên trục ÓØy nhưng độ dài đoạn AB bằng z không đổi. Tìm tập hợp các 
điểm M thuộc đoạn Að sao cho MB = 2MA. 
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§ ĐƯỜNG HYPEBOL 


Đường hypebol cũng là một đường quen thuộc đối với chúng ta, chẳng hạn 
— Đồ thị của hàm số. y = — là một đường hypebol (h. 86a) ; 

ư 
— Quan sát vùng sáng hắt lên bức tường từ một đèn bàn ; vùng sáng này 
có hai mảng, mỗi mảng được giới hạn bởi một phần của một đường 
hypepol (h. 8ób). 


4) b) 
Hình 86 


1. Định nghĩa đường hypepol 


ĐỊNH NGHĨA 
Cho hai điểm cố định FỊ, Py có M 
khoảng cách F4F¿ = 2c (c > 0). Đường 
hypebol (còn gọi là hypebol) là tập họp 


các điểm M sao cho |M" c5 MP;| = 2a, 1 
trong đó a là số dương cho trước nhỏ 
hơn c (h. 87). 
Hình 87 


Hai điển Fị, F; gọt là các tiêu điểm 
của hypebol. Khoảng cách F\Fạ= 2c gọi là tiêu cự của hypebol. 
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Có thể vẽ hypebol như sau (h. 88) : Lấy một thước thẳng có mép AB và một sợi dây 
không đàn hồi có chiều dài / nhỏ hơn chiều dài AB của thước và / > AB — F;#„. Đóng 
hai chiếc đỉnh lên mặt một bằng gỗ tại Z¡, Z;. Đính một đầu dây vào điểm A và đầu 
dây kia vào #;. Đặt thước sao cho điểm B trùng với T¡ và lấy đầu bút chì tì sát sợi 
dây vào thước thẳng sao cho sợi dây luôn bị căng rồi cho thước quay quanh T¡, mép 


thước luôn áp sát mặt gỗ. Khi đó, đầu bút chì C sẽ vạch nên một đường cong. Ta sẽ 
chứng tỏ đường cong đó là một phần của đường hypebol. Thật vậy, ta có 


CF ~CF; =(CF+ +CA)~— (CF; + CA)= AB —Ì không đổi. 


Hình 88 


2. Phương trình chính tắc của hypebol 


Cho hypebol (77) như trong định nghĩa trên. 
Ta chọn hệ trục toạ độ Øxy có gốc là trung 
điểm của đoạn thẳng Ƒ¡F¿, trục Øy là đường 


trung trực của #¡Ƒ¿ và F¿; nằm trên tỉa Óx. 
Khi đó Fq =(—e; 0), F; = (e ; 0) (h. 89). 


ñ Hình 89 
r Xo: sử điểm M(x ; y) nằm trên hypebol (H). Hãy tính biểu thức ấ#4ˆ - MEZ và sử 
dụng giả thiết |M"; _ MB| = 2ø để suy ra 


cY 3 CX 
‹ =] và ME; -|-SI. 
a q 


Các đoạn thắng Mĩ, MF; được gọi là bán kính qua tiêu của điểm M. 


Mĩ = 
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3. Hìn 


Â 
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Bây giờ ta sẽ lập phương trình của hypebol (#) đối với hệ toạ độ đã chọn. 


Ta có 
MH = 4x + cŸ + y = 


2 
3 È 
Rút gọn đẳng thức trên ta được [ — sẻ + y =4? — c2 hay 


2 
hay (x+ c* + y = (: +8] ì 


€X 
đc — 
a 


a2 


= 1. Chú ý rằng đ? _ c < 0 nên ta có thể đặt a _ c =-b 


2 


Œ) 


Ngược lại, có thể chứng minh được rằng : Nếu điểm M có toạ độ (x ; y) thoả 


6X 
lu — —]| 
ạ 


mãn (1) thì M#| = |a + = „ Mĩ = và do đó |MH| - MB = 2a, tức 
q 


là M thuộc hypebol (). 


Phương trình (1) được gọi là phương trình chính tắc của hypebol. 


h dạng của hypebol 


2 


Từ phương trình chính tắc (1) của hypebol, hãy giải thích vì sao nó có các tính 
chất sau 


a) Gốc toạ độ O là tâm đối xứng của hypebol. Óv, Øy là hai trục đối xứng của hypebol. 
b) Hypebol cắt trục Óx tại hai điểm và không cắt trục Øy. 


Ngoài ra, đối với hypebol eó phương trình chính tắc (1), ta còn có các 
khái niệm sau đây 


* Trục Øx (chứa hai tiêu điểm) gọi là frục thực, trục Oy gọi là trục đo của 
hypebol. Hai giao điểm của hypebol với trục Øx gọi là hai đỉnh của hypebol. 
Người ta cũng gọi đoạn thẳng nối hai đỉnh của hypebol là trục thực. Khoảng 
cách 2ø giữa hai đỉnh gọi là độ đài trục thực, 2b gọi là độ dài trục áo. 


* Hypebol gồm hai phần nằm hai bên trục ảo, mỗi phần gọi là một nhánh 
của hypebol. 


* Ta cũng, gọi, giống như với clip, tỉ số giữa tiêu cự và độ dài trục thực là 


g,- VẾ Am _ .- 3 3 VÀ Á 
tâm sai của hypebol, kí hiệu là ø, tức là — = ø. Chú ý rằng ta luôn có e > [. 
da 


Ví dụ. Cho hypebol (H) : 
9 4 


Xác định toạ độ các đỉnh, các tiêu điển và tính tâm sai, độ dài trục thực, 
độ dài trục ảo của (H). 


Giải. Hypebol (H) có áˆ = 9, bŸ = 4 nên a= 3,Đ= 2,c 7= d2 + bÊ= 13, 
6= A3 . Vậy hypebol (#) có các tiêu điểm Ƒ¡ = I3 :0),Ƒ› =(43 ;Ø); 
3 


các đỉnh 4¡ = (—3 ; 0), A¿ = (3 ;0); tâm sai e = ; độ dài trục thực 


2a= 6; độ dài trục ảo 2b = 4. 

s Hình chữ nhật tạo bởi các đường thẳng v = + 4, 
y=+b gọi là hình chữ nhật cơ sở của hypebol 
có phương trình (1) (h. 90). Hai đường thắng 
chứa hai đường chéo của hình chữ nhật cơ sở gọi 
là hai đường tiệm cận của hypebol. Phương trình 
hai đường tiệm cận đó là 


Ẩ 
Cho hypebol (7) : - 


Chứng tỏ rằng khoảng cách từ 1 đến đường tiệm cận y = 5 bằng 


a Tình 90 


= 1, Lấy điểm Ms ; yụ) trên (17) với xạ >0, yụ > 0. 


4 
X5(xụ + 2y): 
Nhận xét gì về khoảng cách đó khi xạ tăng dần ? 


Như vậy, khi điểm M trên hypebol càng xa gốc toạ độ thì khoảng cách tì 
điểm đó đến một trong hai đường tiệm cận càng nhỏ đi, điều đó cũng có 
nghĩa là điểm M ngày càng gần sát đường tiệm cận đó (điều này giải thích 
ý nghĩa của từ "tiệm cận") 
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Em có biết ? 


Hai đường tròn không đồng tâm (Ø ; #) và (Ø“; &') có điểm chung á thì hiển nhiên 
|wo - Ø'| = lẽ - #Ì, nên khi giữ Ø, Ø' cố định và cho #, #' thay đổi sao cho 
| - #{ = 2a không đổi (¿ > 0) thì các giao điểm 4⁄ cùng nằm trên một hypebol với 
tiêu điểm là Ø và Ø“. 

Hình 91 minh hoạ những hypebol như thế với các giá trị khác nhau của ¿. 


rX 
S2Ử22X2 X7 
Y2 


2 
36. Cho hypebol () có phương trình chính tắc S Šổ Si bụ Hỏi trong các 
a b 
mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


a) Tiêu cự của () là 2c, trong đó cẰ=a'+bẺ, 
b) #7) có độ dài trục thực bằng 2z, độ dài trục ảo bằng 2b. 


e©) Phương trình hai đường tiệm cận của (7) là y 


d) Tâm sai của (H) là e = “ >1. 
œ 
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4. 


%œ 
hai 


40 


4I 


§ 


Tìm toạ độ các tiêu điểm, các đỉnh ; độ dài trục thực. trục ảo và phương 
trình các đường tiệm cận của mỗi hypebol có phương trình sau 
2 y? x2? y 2 2 
a—-—=I!l; b)—-—-=l!;: e)x —=9y” =9. 

9 4 9 16 


Cho đường tròn (2) tâm #¡, bán kính &# và một điểm #; ở ngoài (2). 
Chứng minh rằng tập hợp tâm các đường tròn đi qua #¿, tiếp xúc với (2) là 
một đường hypebol. Viết phương trình chính tắc của hypebol đó. 
Viết phương trình chính tắc của hypebol (#) trong mỗi trường hợp sau 
a) (H) có một tiêu điểm là (5 ; 0) và độ dài trục thực bằng 8 ; 

$ 2 
b) Œ) có tiêu cự bằng, 23, một đường tiệm cận là y = SẼ h 


e©) (H) có tâm sai e = xã và đi qua điểm (v10: 6). 

Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ một điểm bất kì thuộc hypebol 

đến hai đường tiệm cận của nó là một số không đổi. 

Trong mặt phẳng toạ độ cho hai điểm #j CA2:- v2) và b2; A5). 
| 


—,ta 
ø 


Chứng minh rằng với mỗi điểm M(x ; y) nằm trên đồ thị hàm số y 


đều có 
( 9 
MFỆ = (+‡ +3) ; ME? = (‹+ 
x x 


lwn, - Mr›| = 242. 


Từ đó suy ra 


ĐƯỜNG PARABOL 


Trong thực tế ta cũng thường gặp đường parabol, chẳng hạn : 
— Đồ thị của hàm số y =ax? + bv +ế (với œ # 0) là một đường parabol ; 


— Các tia nước phun ra từ vòi phun nước (thường gặp ở các vườn hoa hay 
khi tưới cây) là những đường parabol ; 


— Đường đi của viên đạn đại bác là một đường parabol. 
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1. 
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Định nghĩa đường parabol 


Cho một điểm F cố định và một đường 


thẳng A cố định không đi qua F. Tập hợp l 
các điển M cách đều F và A được gọi là 

đường parabol (hay parabol) (h. 92). z 
Điển F được gọi là tiêu điểm của parabol. 

Đường thẳng A được gọi là đường chuẩn ú 
của parabol. Hình 92 


Khoảng cách từ F đến A được gọi là tham số tiêu của parabol. 


Ta có thể vẽ parabol với tiêu điểm Ƒ 
và đường chuẩn A như sau (h. 93) : 
Lấy một êke ABC (vuông ở A) và một 
đoạn dây không đàn hồi, có độ dài 
bằng Að. Đính một đầu dây vào điểm 
F, đầu kia vào đỉnh Bö của &ke. Đặt 
ke sao cho cạnh AC nằm trên A, lấy 
đầu bút chì ép sát sợi dây vào cạnh e ¿ A 
AB và giữ căng sợi dây rồi cho cạnh frrrrrrrrrlrrrrrrrrrrrrrrrr 

AC của êke trượt trên A. Khi đó đầu 
jM của bút chì sẽ vạch nên một phần 
của parabol (vì ta luôn có MƑ = MA). 


Hình 93 


Phương trình chính tắc của parabol 


Cho parabol với tiêu điểm £ và đường chuẩn A. 


Kẻ FP vuông góc với A (P 6A). Đặt FP = p (tham 
số tiêu). Ta chọn hệ trục toạ độ Øxy sao cho Ó là 
trung điểm của £P và điểm # nằm trên tia Óx (h. 94). 


Như vậy ta có  = (g:9) ,P= [-£: ?) và phương 


trình của dường thẳng A là x + ai = 0. Điểm M(x ; y) Hình 94 


nằm trên parabol đã cho khi và chỉ khi khoảng cách ⁄# bằng khoảng cách 
từ M tới A, tức là 


: 2 
(~- D + y? =bE 
E) 


Bình phương hai vế của đẳng thức đó rồi rút gọn , ta được 


Phương trình (1) gọi là phương trình chính tắc của parabol. 


Từ phương trình chính tắc của parabol, hãy chứng tỏ những tính chất sau đây 
của parabol 

a) Parabol nằm về bên phải của trục tung. 

b) Ox là trục đối xứng của parabol. 

e) Parabol cắt trục Ox tại điểm O và đó cũng là điểm duy nhất của Øy thuộc 
parabol. Gốc toạ độ Ø được gọi là đỉnh của parabol. 


Ví dụ. Viết phương trình chính tắc của parabol đi qua điển M(2; 5). 
Giải. Phương trình chính tắc của parabol có dạng, y? = 2pv. Thay toạ độ của 


M vào phương trình ta được 25 = 2.p.2, suy ra p = +. Từ đó ta được 
$ l4 vEy.. ải ` ¬ 
phương trình chính tác của parabol đã cho là y“ = sa/# 


sa CHÚ Ý 
Ở môn Đại số, chúng ta đã gọi đồ thị của hàm số bậc hai 
2 
y=ux +bx+c 
là một đường parabol. 
Sở dĩ ta gọi như thế vì đồ thị đó cũng thoả mãn 
định nghĩa của đường parabol mà ta vừa trình 
bày ở trên. 


Chẳng hạn, đồ thị hàm số y = œ7 (a # 0) là 


1 
parabol có tiêu điểm |0; =) và đường 
a 


chuẩn A có phương trình y + m =0(h.95). 
a 


Hình 95 


II 


+. 


45. 


46 


Câu hỏi và bài tập 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
a) y = ~2v là phương trình chính tắc của parabol. 
b)y= x là phương trình chính tắc của parabol. 


€) Parabol (P) : y = 2v có tiêu điểm #(0,5 ; 0) và có đường chuẩn 
AÁ:x+0,5=0. 

đ) Parabol y = 2px (p > 0) có tiêu điểm tp : 0) và có đường chuẩn 
Ñ.ðSh,0 S0: 

Viết phương trình chính tác của parabol (P) trong mỗi trường hợp sau 

a) (P) có tiêu điểm (3; 0) ; 

b) (P) đi qua điểm (I1 ;—l) ; 


e) (P) có tham số tiêu là p =S: 


J2 


Cho parabol ì 
đối xứng tại tiêu điểm của parabol (đây cung của parabol là đoạn thẳng nối 
hai điểm của parabol). 


2px. Tìm độ dài dây cung của parabol vuông góc với trục 


Cho dây cung AB đi qua tiêu điểm của parabol (P). Chứng minh rằng 
khoảng cách từ trung điểm 7 của dây AĐ đến đường chuẩn của (P) bằng 


4P . Từ đó có nhận xét gì về đường tròn đường kính AB ? 


Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho điểm F(1 ; -2). Tìm hệ thức giữa x, y để 
điểm M(r ; y) cách đều điểm # và trục hoành. 


BA ĐƯỜNG CÔNIC 
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Không phải chỉ parabol mới có đường chuẩn. dưới đây chúng ta sẽ thấy rằng 
elip và hypebol cũng có đường chuẩn. Tương tự định nghĩa của parabol, ta 
cũng có thể định nghĩa elip và hypebol dựa vào đường chuẩn và tiêu điểm 
của chúng. 


1. Đường chuẩn của elip 


Số 
dàn =l(a>b >0). Khi đó đường 
a2 p? 


Cho elip có phương trình chính tắc 


thắng Ai: x + =0 gọi là đường chuẩn 
e 


của clip, ứng với tiêu điểm Fị(c;0); 
3 ‡ d ï TẠ 
Đường thắng A¿ : x - — = 0Ö gọi là 
e 
đường chuẩn của clip, ứng với tiêu điểm 


F¿(c ; 0) (h. 96). 


Hình 96 
Tính chất 
Với mọi điểm M của elip, ta luôn có 
MĩR ME; 


d(M:AO) đMIAA - 


Clưng mình 
Với M(x ; y) thuộc elip, ta có 


€ % | _ |Œ†+ e1 a+eY 
MF,= a+—x= a+ex và d(M;AI)= -krai| đa 


x+ 
ứ e ¿ L4 
Mh 

Suy ra =_ —=# 

4(M;AI) 

Ñ _ 2 MT; 
Chứng minh tương tự ta cũng có ——>—=‹c 

A(M; A;) 


2. Đường chuẩn của hypebol 


Ta cũng định nghĩa đường chuẩn của hypebol 

tương tự như đối với clip (h. 97). Cho hypebol 
.2 „2 

(H) có phương trình SE D4 no. đường 


a2 b 


: a a : 
thắng AI :vx+—= Ovà À;:v——= 0 gọi là 
bào là 205 2 pc ÊU Hành 97 


các đường chuẩn của (H) lân lượt ứng với các tiêu điểm #¡(- e ; 0) và 
t¿(c ; 0). 


Ta cũng dễ dàng chứng minh được tính chất sau 


Với mọi điểm M nằm trên (H), ta luôn có 
MR ME; 


=5 1...5... 
đ(M;Ai) d(M;A¿) 


Từ những kết quả trên, ta nhận thấy rằng ba đường elip, hypebol, parabol 
đều có thể được định nghĩa dựa trên tiêu điểm và đường chuẩn. Ba đường 
đó có tên chung là đường cônie. 


3. Định nghĩa đường cônic 
Cho điển F cố định và đường thẳng A cố định không đi qua F. 


: cà MP, 1 

Tập hợp các điểm M sao cho tỦ số ——— bằng một số 
d(M;A) 
dương e cho trước được gọi là đường cônic. 
Điểm F gọi là tiêu điểm, A gọi là đường chuẩn và e gọi là 
tâm sai của đường cônic. 
Từ định nghĩa trên, kết hợp với tính chất của elip, parabol, hypebol, ta có 

Elip là đường cônic có tâm sai e< Ì ; 


Parabol là đường cônic có tâm sai e= L ; 


Hypcbol là đường cônic có tâm sai e > Ì. 


Câu hỏi và bài tập 
47. Xác định tiêu điểm và đường chuẩn của các đường cônie sau 


. 8 ¿võ 
a) y = 14x; BÿỄ Ế =l; §'—— —#1 
10 7 14 1 
48. Cho đường thẳng A: x+ y— I= 0 và điểm F(I ; 1). Viết phương trình của 
đường cônic nhận # là tiêu điểm và A là đường chuẩn trong mỗi trường hợp 
sau đây 


a) Tâm sai e= l; b) Tâm sai e = 2 H e) Tâm sai e= % 
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ÔN TẬP CHƯƠNG III 


I~ Tóm tắt những kiến thức cần nhớ 
1. Các định nghĩa 


a) 7 là một wectơ pháp tuyến của đường thẳng A nếu 7 # Ổ và giá của 
vuông góc với A. 


1ỉ là vectơ chỉ phương của đường thẳng A nếu ï # ổ và giá của 1H song 
song hoặc trùng với A. 
b) E/ip : Tập các điểm M thoả mãn MF4+ MF¿ = 2a (FF¿= 2c,0<e <a). 
Hypebol : Tập các điểm M thoả mãn |MƑ4— ME;|= 2a (FtF;= 2c, e > a > 0). 
Parabol : Tập các điểm M thoả mãn ME = d(M ; A) (d(; A)=p> 0). 


Đường cônic : Tập các điểm M thoả mãn HP =e>0. 
4(M; A) 


Nếu e< I thì đường cônic là elip. 
Nếu e= I thì đường cônie là parabol. 


Nếu e > I thì đường cônic là hypebol. 


2. Phương trình các đường 
4) Phương trình đường thẳng 
~ Dạng tổng quát 


ax+by+c=0 (a2 + bˆ #0), ñ(a;b) là một vectơ pháp tuyến. 


x~ấn _ 


— Dạng tham sế 


#ạ + đf Z 
j (a2 +b2 z0), 


yọ + Đf 
— Dạng chính tác 


*~*? (¿+0,bp+0) 
a b 


lÓ) dạng tham số và dạng chính tắc, đường thẳng đi qua điểm (Xo ; yọ) và 


có vectơ chỉ phương # = (đ ;b). 


II.) 


b) Phương trình đường tròn 
— Đường tròn tâm /{xg ; yọ), bán kính ® có phương trình 
Œ~xg} + Œ~ yạ)” = Ẻ, 
— Phương trình 2+ y + 2axv + 2by+e =0, với a2+bpP—c> 0, là phương 


trình đường tròn có tâm 7 (— ø ;— b) và bán kính # = Ýa^ + bˆ—c, 


©) Phương trình chính tắc của ba đường cônic và các yếu tố liên quan 
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` 
~ Blip : + “=1 (ø>b> 0), c° = a”— bẺ, Các tiêu điểm #jCc ¡ 0), 
b 
#(c;0) : trục lớn 2a, trục bé 2Ù ; tâm sai e = Đế 1, đường chuẩn x = cu, 
a e 
2 2 
# v 
— Hypebol : sa nnn 
a b 


=l(œ>0,b> 0),cÐ=a2+b. Các tiêu điểm 
ñ(€Cc;0), F(c;0) ; trục thực 2z, trục ảo 2b ; tâm sai e = Š >1, đường 
a 


bu ` ơn F b 
chuẩn x = +—, tiệm cận y = +—x. 
e a 


— Parabol : » = 2px (p > 0). Tiêu điểm r[E o} tâm sai e = l, đường 


chuẩn x = —. 
3. Khoảng cách và góc 

a) Khoảng cách từ điểm M( ; yạ) đến đường thẳng A : ax + by + c= 0 là 
ứAg + byy + 4 


| 
đ(M: A) = 
4a? +b? 


b) Đường thẳng A : ax + by + e = 0 tiếp xúc với đường tròn (7 ; &) khi và 
chỉ khi 


dŒ; A)=R. 
e) Góc giữa hai đường thẳng 
Ai: ax+bịy+c[= 0, 


A2: øx+byy+cy=0 
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được xác định bởi 
|“t#a + "2| 


Xư # bỆ % 42 # bỹ : 


coS(AI, A2) = 


II = Câu hỏi tự kiểm tra 


1. 


" 


Cho biết toạ độ của hai điểm A và B8. Làm thế nào để 

a) Viết phương trình đường thẳng đi qua A, 8 ? 

) Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm C( ; yụ) và vuông góc 
với AB 2 

e) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (x - vọ + (y=ÿọp =2, 
iết tiếp tuyến đó song song với AB ? 

Cho biết toạ độ ba đỉnh của một tam giác. Làm thế nào để 

a) Tìm toạ độ tâm và tính bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác ? 


) Tìm toạ độ trực tâm tam giác 2 


c) Tìm toạ độ tâm đường tròn nội tiếp tam giác ? 


Hãy chỉ ra một vectơ pháp tuyến và một vectơ chỉ phương của đường thẳng 
A nếu A có phương trình như sau 


a)ax+by+ec=0 (42 +b? #0); 
X=xp +úf 

b) 9 (42+b2 z0); 
y =ÿyp +Ùf 


ứn#0,n #0). 


Lầm thế nào để chứng minh hai đường thẳng vuông góc với nhau hoặc 
song song với nhau, nếu biết phương trình của chúng ? 


Có thể viết phương trình của một đường tròn khi biết những điều kiện nào 
(nêu một số trường hợp thường gø4p) ? 
C6 thể viết phương trình chính tác của elip, hypebol, parabol khi biết 


những điều kiện nào (nêu một số trường hợp thường gặp) ? 
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. Cho phương trình 


ax? + by? =1. () 


a) Với 


b) Với điều kiện nào của ø và b thì (1) là phương trình chính tắc của clip ? 
Của hypebol 2 


kiện nào của z và ? thì (1) là phương trình của một đường tròn ? 


lII= Bài tập 


_ 


„ Xét vị trí tương đối của các đường thẳng A¡ và As trong mỗi trường hợp sau 


a)Ai:3x-2y+1=0 và A;:2v+3y-5=0; 


x+=4+2 : =7-4 
Đ)At: Kê và "ng 
y=-l+t 3ƒ 7 
=3+4f 
và As:5y+4y-7=0. 
=-2-5¡ 


" 


Cho đường thẳng A : 3x - 4y + 2 = 0. 

a) Viết phương trình của A dưới dạng tham số. 

b) Viết phương trình của A dưới dạng phương trình theo đoạn chắn. 

c) Tính khoảng cách từ mỗi điểm M3 ; 5), N4 ; 0), P(2; 1) tới A và xét 
xem đường thắng A cát cạnh nào của tam giác MNP. 

đ) Tính các góc hợp bởi A và mỗi trục toạ độ. 

3. Cho đường thẳng đ: x— y+ 2= 0 và điểm A(2 ; 0). 

a) Với điều kiện nào của x và y thì điểm M(x ; y) thuộc nửa mặt phẳng có 


bờ là đ và chứa gốc toạ độ Ø ? Chứng minh điểm A nằm trong nửa mặt 
phẳng đó. 


b) Tìm điểm đối xứng với điểm Ø qua đường thẳng d. 


e) Tìm điểm M trên Z sao cho chu vi tam giác ØMA nhỏ nhất. 


4. Cho đường thắng A: ax + by+ c= 0 và điểm /{xọ ; yọ). Viết phương trình 
đường thẳng A' đối xứng với đường thẳng A qua ï. 


5. Một hình bình hành có hai cạnh nằm trên hai đường thắng x + 3y 6 = 0 
và 2vT— 5y— [ = 0. Biết hình bình hành đó có tâm đối xứng là /(3 ; 5). Hãy 
viết phương trình hai cạnh còn lại của hình bình hành đó. 
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10 


11. 


\ 


Cho phương trình 


x4 °+y°+mx— 20n+1) y+1=0. đ) 
a) Với giá trị nào của z thì (1) là phương trình đường tròn 2 


b) Tìm tập hợp tâm của các đường tròn nói ở câu a). 
a) Biết đường tròn () có phương trình xÌ+ y? + 2ax + 2by +c= 0. Chứng 


mình rằng phương tích của điểm ÉM(xạ : yạ) đối với đường tròn (2) bằng 
3x + vệ + 2ãx;, + 2byạ, +e. 

b) Chứng mỉnh rằng nếu hai đường tròn không đồng tâm thì tập hợp các 
điểm có cùng phương tích đối với hai đường tròn là một đường thẳng (gọi 
là rục đẳng phương của hai đường tròn). 

Cho hai đường tròn có phương trình x+ y + 2aix + 2biy+c¡= 0 và 


sử: vy? + 2đaYv + 2byy + c¿ = 0. Giả sử chúng cất nhau ở hai điểm M, N. 
Viết phương trình đường thẳng MA. 
Cho đường tròn () : x+ y = 4 và điểm A(-2; 3). 
a) Viết phương trình các tiếp tuyến của (2) kẻ từ A. 
b) Tính các khoảng cách từ A đến hai tiếp điểm của hai tiếp tuyến nói ở 
câu a) và khoảng cách giữa hai tiếp điểm đó. 
Cho elip (E) : xẺ” 1 và hypebol #) : ~ =8 1 
ho €lL TỶ =ẳ.= và hvpebo. ` =——-¿., 
PS HA 5 SH nh s4 
a) Tìm toạ độ các tiêu điểm của (E) và (1). 
b) Vẽ phác elip (E) và hypebol (#) trong cùng một hệ trục toạ độ. 
e) Tìm toạ độ các giao điểm của (E) và (H). 
2: 2 


Cho đường thẳng A : 2x - y— m= 0 và elip (E) : TPNGU BỰR =1. 
a) Với giá trị nào của zm thì A cất () tại hai điểm phân biệt ? 
b) Với giá trị nào của # thì A cắt (E) tại một điểm duy nhất ? 
2 ĐÀ 
x* y 

Cho elip (E): —+— =1. 

ng 
a) Xác định toạ độ hai tiêu điểm và các đỉnh của (#). 
b) Viết phương trình chính tắc của hypebol (77) nhận các tiêu điểm của (#) 
làm đỉnh và có hai tiêu điểm là hai đỉnh của elip (E). 
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c) Vẽ phác elip (E) và hypebol (#) nói ở câu b) trong cùng một hệ trục 
toạ độ. 
đ) Viết phương trình của đường tròn đi qua các giao điểm của hai đường 
cônic nói trên. 

13. Cho parabol (P) : y = 2px. Với mỗi điểm M trên (P) (Mf khác Ó), gọi M” là 
hình chiếu của # trên ÓØy và 7 là trung điểm của đoạn OÄ”. Chứng minh 
rằng đường thẳng 7M cắt parabol đã cho tại một điểm duy nhất. 


14. Cho parabol (P) : y = z . Gọi M, N là hai điểm di động trên (P) sao cho 


OM L ON(M, N không trùng với O). Chứng minh rằng đường thẳng MW 
luôn đi qua một điểm cố định. 


< 
h 


Bài tập trắc nghiệm 


1. Dường thẳng 2y + y— l= O có vectơ pháp tuyến là vectơ nào ? 


(A) =(2;:-Ù); (Œ)7=(1;-1); 
(7 =(;1); (®)ï=(C1;2). 
2. Đường trung trực của đoạn thẳng 4B với A = (-3 ; 2), B= (—3; 3) có vectơ 
háp tuyến là vectơ nào ? 
(A) ñ=(6;:5); ()7=(0;1); 
(@ï=(3;5); (D) z= (1; 0). 
3. Phương trình nào là phương trình tham số của đường thẳng v- y+ 3= 0 
x=f x=3 
(A) | (®) | 
y=3+t;, y=t; 
xzx=2+f xet 
(@ { (@®) | 
y=l+/; y=3-ứ. 


—l+2/ 
y=3-f S' 


4. Vectơnào là vectơ pháp tuyến của đường thẳng có phương trình | 


(A)=(2;=Ú); (B)7=(C1;2); 
(Ø=(1;-2); (D) 7 =(1;2). 

5. Đường thẳng nào không cắt đường thẳng 2x + 3y— I= 02 
(A)2r+3y+1=0; (B)x-2y+5=0; 
(2¡-3y+3=0; (D)4x- 6y-2=0. 
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10. 


1H. 


Đường thắng nào song song với dường, thẳng x-3y+4=0? 


x=l+f x=l-f 
lo y=2+3/; Œ y=2+3/; 
x=l-3! x=l-3/ 
G D 
KG y=2+t;, ®) y=2-t. 
% 3 š 28/4, Ä ? x=3-f 
Đường thắng nào song song với đường thắng ¬g 
y=-l+2 
x=5+f x=5+f 
A B 
(A) = ®) yEu-Ðt 
x=5-2t x=5+4i 
G D 
lo y=f; ®) y=2I. 
Đường thẳng nào vuông góc với đường thẳng 4x — 3y +1 = 0 
x=4/ x=Á( 
@) y=-3-3/; ® y=-3+3/ 
x=-Át x =8i 
@ D 
Œ y=-3-3/; œ) y=-3+t. 
Đường thẳng nào vuông góc với đường thắn; ĐỀ Nghệ 
g thắng nà D2 E tBẪNG Ả — 1y 2r) 
(A)2v+y+l=0; (B)x+2y+l=0; 
(O4+z-2y+1=0; (Ð) xi1 ytE 
I 2 
Khoảng cách từ điểm O(0 ; 0) đến đường thẳng 4v - 3y -5 = 0 bằng 
ao nhiêu 2 
(A0; @®)1; 
@-5; D)=. 
(@ (@D) 5 
hương trình nào là phương trình của đường tròn có tâm 7 (—3 ; 4) và bán 
ínhR#= 22 
(A)@+3)”+(y- 4)”~ 4= 0: (ŒŒ&-3”+@- 4 =4: 
(QŒ+3)”+(+4)°=4; (D)Œ+3)”+ (y- 42=2. 


(A) Đường tròn có tâm (—I ; 2), bán kính # = 


Phương trình + y? — 2v+ 4y + 1 =0 là phương trình của đường tròn nào 2 


1j 


(B) Đường tròn có tâm (I ; =2), bán kính # = 2; 
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13. 


14. 


15. 


16. 


1. 
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(© Đường tròn có tâm (2 ; =4), bán kính & = 2; 
(D) Đường tròn có tâm (I ; -2), bán kính ® = I1. 


5. Ø 
Cặp điểm nào là các tiêu điểm của elip (E) : - + .T =12 
(A)#t¿=(Œ1;0); (ŒFi=(+3;0); 
(Ø#i2=(0;+1); (D)7¡;=(1;+2). 
x2 y2 

Blip (): —+ _ = 1 có tâm sai bằng bao nhiêu 2 

3 v5 
A)e=~; Be=-—; 
(A) 2 (®) E 

5 5 
@e=“; Dìe=——. 
(Ge 5 (D)e 5 
Cho elip có các tiêu điểm tịC3 ; 0), F2(3 ; 0) và đi qua A(—5 ; 0). Điểm 


M(x ; y) thuộc elip đã cho có các bán kính qua tiêu là bao nhiêu ? 
3 3 

(A)MFi= 5+—x,MF¿= 5-—x ; 
5 5 

(B)MFi= 5+Ệx, MPy= _ ì 


(© MFI = 3+ 5x, MF¿ =—3- 5v; 
(D) MF\ =5+ 4v, MŒ¿ = 5 -— 4x. 


3 .) 
Elip (E) : = + 5 = 1,với p> >0, có tiêu cự là bao nhiêu ? 
p q 

(A)p+4; (B) pˆ~ đ”; 
(Op-~4: (D) 2jp” - dỶ. 

x2 y? 
Phương trình — = 1 là phương trình chính tắc của đường nào ? 

a b 


(A) Elip với trục lớn bằng 2z, trục bé bằng 2ÿ ; 

(B) Hypebol với trục lớn bằng 2a, trục bé bằng 2b ; 

(C) Hypebol với trục hoành bằng 2z, trục tung bằng 2b ; 
(D) Hypebol với trục thực bằng 2z, trục ảo bằng 2b. 


18. 


19. 


k 
Mà 


- Cônic có tâm sai e = 


Cặp điểm nào là các tiêu điểm của hypebol n _ 


(A)Œ4;0); 
(O (E2; 0); 


Cặp đường thẳng nào là các đường tiệm cận của hypebol XE _ 


QÀ)y® tấu h 


25 
@Qy=+z+—x; 
(@» Tờ 


l 
— là đường nào ? 
® P 
(A) Hypebol; 

(©) Elip; 


3 
T—=12 


()&14 ;0); 
(D)(0; +14). 


2 2 
DẾ Tạ) 
25 


Œy=+êx : 


l9 
D)y=+—‹. 
(D)y 2s. 


đã lai 
. Cặp đường thắng nào là các đường chuẩn của hypebol = _ = =17 
q P 
(A)x=+# ; (B)x=+' ; 
p 
2 
(D)x=+—=——. 
44“+Pp 
x2 
- Đường tròn nào ngoại tiếp hình chữ nhật cơ sở của hypebol T6 _ 
(A)x + y 2= 25; ()a2+y°=7; 
(C)x”+yˆ= 16; (D)3”+ y'= 9, 
„ Điểm nào là tiêu điểm của parabol v =5x? 
(A)#@G; 0); œ #(Š 0): 
5 5 
@r|l+—-:0Ị; D) r|—:01. 
6 z(sảu) ® rÍ:) 
. Đường thẳng nào là đường chuẩn của parabol y =4x? 
(A)x=4; (B)x=-2; 
(G) X12 (D)x=-I. 


B) Parabol ; 
D) Đường tròn. 
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Bài đọc thêm 


VỀ BA ĐƯỒNG CÔNIC 


1. Từ xa xưa, người Hi Lạp chứng minh được rằng giao tuyến của mặt nón tròn 
xoay và một mặt phẳng không đi qua đỉnh của mặt nón là đường tròn hoặc đường 
cônic (elip, hypebol, parabol) (h. 98). Tiếng Anh, từ cone có nghĩa là mặt nón, do 
đó có từ "đường cônic". 


Đường tròn Elip Parabol Hypebol 
Hình 98 

Ngay từ đầu thời kì A-lếch-xăng-đờ- rỉ (thời cổ Hi Lạp), người ta đã biết khá đầy đủ 
về các đường cônic qua bộ sách gồm 8 quyển của A-pô-lô-ni-ut (262 - 190 trước 
Công nguyên). Cuối thời kì đó, nhà toán học Hi-pa-chi-a (370 - 415 sau Công 
nguyên) đã công bố tác phẩm "Về các đường cônic của A-pô-lô-ni-ut". 
Phải rất lâu sau đó, đến thế kỈ XVII, người ta mới tìm thấy những ứng dụng quan 
trọng của các đường đó trong sự phát triển của khoa học và kĩ thuật. 
2. Ba đường cônic còn có nhiều tính chất chung. Tính chất quang học là một ví 
dụ : Một tia sáng phát ra từ một tiêu điểm của elip (hay hypebol) sau khi đập vào 
elip (hay hypebol) sẽ bị hắt lại theo một tia (tia phẫn xạ) nằm trên đường thẳng đi 
qua tiêu điểm thứ hai của elip (hay hypebol) (h. 99). 


tì t, 


4) 
Hình 99 Hình 100 
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Với parabol, tia sáng phát ra từ tiêu điểm (tia tới) chiếu đến một điểm của parabol sẽ bị 
hắt lại (tia phần xạ) theo một tia song song (hoặc trùng) với trục của parabol (h. 100). 
Tính chất này có nhiều ứng dụng, chẳng hạn : 

* Đèn pha : Bề mặt của đèn pha là một mặt tròn xoay sinh bởi một cung parabol 
quay quanh trục của nó, bóng đèn được đặt ở vị trí tiêu điểm của parabol đó (h. 101). 


Hình 101 


* Máy viễn vọng vô tuyến cũng có dạng như đèn pha (h. 102). Điểm thu và phát 
tín hiệu của máy được đặt ở vị trí tiêu điểm của parabol. 


Tiêu điểm, Z 


Hình 102 Hình 103 


» Hình 103 là mô hình một lò phản ứng hạt nhân được xây dựng ở Mĩ. Mặt ngoài của 
lò là mặt tròn xoay tạo bởi một cung của hypebol quay quanh trục ảo của nó. 

3. Chúng ta đã biết quỹ đạo của các hành tinh trong hệ Mặt Trời là đường slip. Đối 
với các vệ tinh nhân tạo và các con tàu vũ trụ, khi phóng lên, người ta phải tạo cho 
chúng có vận tốc thích hợp để được quỹ đạo là elip, hypebol hoặc parabol. 
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Ngoài ra, người ta còn ứng dụng các tính chất của ba đường cônic trong các 
ngành xây dựng, hàng không, hàng hải,... (h. 104). 


THình 104 


BÀI TẬP ÔN CUỐI NĂM 
Trên hình 105, ta có tam giác ABC và các 
hình vuông AA“B¡B, BB“C1C, CŒA¡A. 
Chứng minh các đẳng thức sau 
a) (AA” + BB).AC = 0; 
b) (AA' + BB + CC).AC = 0 ; 
€) AA”+ BB + CC = Ö h 
đ) ABi + BC + CẢI =0, 


La Œ 
Hình 105 
B 


Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = c, AC = b. 

Gọi M là điểm trên cạnh BC sao cho CM = 2BM, 

Nà điểm trên cạnh 4B sao cho BN = 2AN (h. 106). 

a) Biểu thị các veetơ AM và CÀ theo hai veetơ N 
AB và AC. 

b) Tìm hệ thức liên hệ giữa b và e sao cho A €c 
AM LCN. Hình 106 


Cho tam giác ABC với AB = 4, AC = 5, BC = 6. 

a) Tính các góc A, B, €. 

b) Tính độ dài các đường trung tuyến và diện tích tam giác. 

e) Tính các bán kính đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ABC. 
Cho tam giác ABC. 


Ề ) „ B bỒ+c)T dŠ 
a) Tam giác ABC có tính chất gì nếu 4“ = ———————— 2 
b+c-a 
.. l | Ẹ ú ` ni : nh 
b) Biết — = — +—, chứng minh rằng 2sinA = sinB + sinC, 
h, họ h 


Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho hai hình chữ nhật OACB và OA“C“B“ như 
hình 107. Biết A(a ; 0), Af{z ; 0), B(0 ; b), B0 ; b') (a, a”, b, bˆ là những số 
dương, đ# a'”, b # b°). 


a) Viết phương trình các đường thẳng yị 


AB' và A®B, 

b) Tìm liên hệ giữa a, b, œ, b“ để hai ”„ Œ 
ường thẳng AB' và A'B cắt nhau. Khi B lai 
ó hãy tìm toạ độ giao điểm 7 của hai 

đường thẳng đó. 

c) Chứng minh rằng ba điểm 7, €, C 

thăng hàng. 5 m FU E: 


đ) Với điều kiện nào của ø, b, a, b' 
thì C là trung điểm của 7C”? HỊTTh.107 

Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho hai điểm A(3 ; 4) và B(6 ; 0). 

a) Nhận xét gì về tam giác OAB ? Tính diện tích của tam giác đó. 

b) Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ØAB. 

ce) Viết phương trình đường phân giác trong tại đỉnh Ø của tam giác OAB. 


đ) Viết phương trình đường trồn nội tiếp tam giác OAB. 


Trong mặt phẳng toạ độ, với mỗi số zz # 0, xét hai điểm Mj(- 4 ; m) và 


“(s8 


m 
a) Viết phương trình đường thẳng Mạ. 
b) Tính khoảng cách từ gốc toạ độ Ó tới đường thẳng M,M. 
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e) Chứng tỏ rằng đường thẳng ẤM; luôn tiếp xúc với một đường tròn cố định. 

d) Lấy các điểm Ai(4 ; 0), A2(4 ; 0). Tìm toạ độ giao điểm 7 của hai 
đường thẳng AM; và AzM. 

e) Chứng minh ràng khi m thay đổi, 7 luôn luôn nằm trên một elip (E) cố 
định. Xác định toạ độ tiêu điểm của elip đó. 


2 
Cho hypebol (#) có phương trình na 


a) Viết phương trình các đường tiệm cận của hypebol (H). 
b) Tính diện tích hình chữ nhật cơ sở của hypebol (7#). 


ce) Chứng minh rằng các điểm vị ỳ 3) và W(8; 23) đều thuộc (H) 


d) Viết phương trình đường thẳng A đi qua M, N và tìm các giao điểm P, @ 
của A với hai đường tiệm cận của hypebol (H). 


e) Chứng minh rằng các trung điểm của hai đoạn thẳng PQ và MN 
trùng nhau 


Cho parabol (P) có phương, trình y = 4a. 
a) Xác định toạ độ tiêu điểm # và phương trình đường chuẩn đ của (P). 


b) Đường thẳng A có phương trình y = m (m # 0) lần lượt cắt đ, Øy và (P) 
tại các điểm K, H, M. Tìm toạ độ của các điểm đó. 

e) Gọi 7 là trung điểm của OØ#. Viết phương trình đường thẳng 7M và 
chứng tỏ rằng đường thẳng /M cắt (P) tại một điểm duy nhất. 


đ) Chứng minh rằng M7 L K#. Từ đó suy ra M7 là phân giác của góc KMF. 


HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 


Chương I 

2. a) Sai ; b) Đúng : c) Sai ; d) Đúng ; e) Đúng ; 
Ð) Sai. 34, Các vectơ Z, đ, Y, ÿ cùng phương, 
các vectơ b„ i cùng phương. Các cặp veetơ 


cùng hướng : đ và ÿ ; d và ÿ ; b và ứ. Các 


cặp vec tơ bằng nhau : đ và Y ; Ö và ứ, 
4. a) Sai ; b) Đúng ; c) Đúng ; d) Sai ; e) Đúng ; 
f) Đúng. 7. Hình thoi. 9. a) Sai ; b) Đúng. 
11. a) Sai ; b) Đúng ; c) Sai ; d) Đúng. 
12. M, N, P nằm trên đường tròn (Ø) sao cho 
CM, AN, BP là các đường kính của (Ó) 
13. a) I00N ; b) 50N. 16. a) Sai ; b) Đúng : 
©) Sai ; d) Sai ; c) Dúng. 17 a) Tập rỗng ; 
b) Tập gồm chỉ một trung điểm Ø của 48. 


21. |6a + osl C J6a - os| = 2 Ÿ 


|oa+4on| = 5 : Ƒ2:+2sai = 


v54, : =3 3Ï ă V603, 
4 4 gú 28 


1 1 l 
2 CMEEIDOAID-DOBoI XD» 72100027664 h 


N=-ĐÄ +28 ¡  MB= 324 +08, 


35. AB=-7+b 


BC = =ä =2 ; 


26. AA'+BB'+c . 27. Chứng mỉnh 
PØ+ R3 +TU L 29. D), c), c) Đúng ; 
a), d) Sai. 30. đ = C1 ; 0), 5 =(0; 5), 


ƒ =(; - cos24). 31. a) í = (2 ; -8) ; 
b) š =6: De) k= 444:1= =06.38, k= Š, 


33, Các mệnh đẻ đúng là a), c), c) ; Các mệnh 
để sai là b), d). 34 b) Ð=(-7;7) 


€) £=[S:0). 35. Mi(x,—y), Mạ(Cx; y), 


Mạ(—x ; — y). 36. a)Trọng tâm của tam giác là 
G(0;l);b)D=(§;- II);c) £Z=(—4;-5). 
Ôn tập chương I 


1. AB+ BC = AC CB + BA = CA 
AB+CA=CB  ;  BA+CB=CA  : 
BA +CA = BD (D là điểm đối xúng của 
€ qua điểm 4A) CB ~ CA = AB 


AB —CB = AB + BỞ = AC ; BC - AB = BE 
(E là điểm sao cho ABCE là hình bình hành). 
2 OA = OB. 3 Sử dụng đẳng thúc 
OÄ + OB + ÓC + ØD = Ũ. 4. a) M là đỉnh của 
hình bình hành A8CM ; N là trung điểm 


vốn ,Ap: Đội get” 2 êng dấ: lộc se: 
4 F 5 


6. a) Chứng mỉnh AB và BC không cùng 
phương : b) Ð= (2; ~ 6); e) E= (-3 ;~5) 
Bài tập trắc nghiệm chương I 


1. (C); 2. (B); 3. (D) ; 4. (C); 5. (A) ; 6. (C); 
7. (A); 8. (B); 9. (B); 10. (A) ; 11. (C) ; 12. (D); 
13. Ð); 14 (A) ; 15. (D) ; 16. (B) ; 17. ®); 
18. (B); 19. (D); 20. (A): 21. (B); 22. (B); 23. (B). 


Chương II 
1a) (Š-s-1J|-*Š] š ĐỂ: 


2. a) 2sin80° ; b) cosđ. 4 ø.b dương khi hai 
wetơ ø, b khác 0 và góc (z, b) bé hơn 90° ; 
Am khi hai veetơ ø„b khác Ũ và góc (Z, b) 


lớn hơn 90° ; bằng 0 khi hai vectơ ¿ và b 


1+A3 2+x3 
si 2 
10. a) Chú ý rảng hình chiếu của vectơ 


AB trên đường thẳng A7 là vectơ AM ; 
b) AM.AI + BN.Bĩ =4#7. 12. Tập hợp các 
điểm M là đường thẳng vuông góc với Óð tại 77, 


vuông góc. 5. 360°. 6. a) :b) 
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O là trung điểm của AB, 27 nằm trên tỉa ÓB sao 


#ˆ v37 


cho OH = —. 13. a) k =- 40; b) k =#+——. 
4a 2 


14. a) Chu vi tam giác là 6 + 64/5, diện tích 


I h 
là18;b)G= (0; 0, #=|—;1|,7=[——:1]. 
J5 GIỀN Ệ ) In ) 


15, cay 4 = A>50°. 16. 8C = 7. 17. Bạn 


Cường (BC = V37 = 6,1 km). 19. ø = 49 ; 
c= 5,5. 20, # = 3,5. 22, AC'z 857 m„ BC « 969 m. 
24. mụ « 6,1. 25. AD x 85. 26. AC = 58. 
29. 9z 16,3.34, a) C = 80, b~9,1,a» 12,3; 
b) 8 = 759,øx23,c=b= 4,5; c) 8 = 200, 
a> 26,0, bs 13/8; d) A = 409, b « 212 
c» 179,4. 34 a) A=8= 639 c 57 ; 
bì a= 53,8, 8 z 36°, C » 57”; c) c x 28,0, 


A= 11, B399, 35. a) A = 43, 8x 619, 
C3 16° ;b) A » 555, B x 855, C œ 40° 
e) A534”; 8> 445; € »102°. 36. 6,6 N. 


37. I7,4m. 38. 18,9 m. 

Ôn tập chương II 

2, Tập hợp các điểm # có thể là đường tròn, 
điểm Ở hoặc tập rỗng tuỳ theo các giá trị của k. 


4. Biểu thị các vectơ qua 48, 4A8), AC, AC” 


5.aj8M- 219 nu „ SỐ, HH0, 
4 5 
: ' 3ˆ 
b) ABMN vuông cân tại M, kg: 


¿J5 ..„s a4ï 
4 


e) 1= 4) 6. a) (2) * 


6156"; b) m = —4 ; €) n = _ 8. $ lớn nhất 


khi và chỉ khi C = 90.9, 6= 96 ; j„= 16 ; 
= 10; r =4. 12. a) AB? + CD = 882 ~ 4OPˆ 

b) PA?+ PB?+ PC?+ PDŸ = 42. 

Bài tập trắc nghiệm chương II 

1.(B); 2. (C); 3. (À) ; 4 (D); 5. (A) ; 6. (B) ; 

7. (B); 8. (D) ; 9. (C) ; 10. (B); HH. (A); 12. (C); 

18, (B); 14. (A); 15. (C); 16. (C). 
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Chương II 
1. Các mệnh đề đúng là a), b), e) ; Các mệnh đề 
sai là đ), e). 2 a) y= 0 ;b)x= 0; e) y— yụ =0 


Gạ #0) ; đ) x — xụ = Ú; €) yạt — xạy = Ú. 


4 2y+5y =0, 4a)x-2y+l=0; 

b) 2x +y- 3= 0.58 8)x—y-2= 0; 
3 3 

b) M | -¡ 2 |. éc a) Hai đường thẳng cắt nhau 

21 

2 

song ; e) Hai đường thẳng trùng nhau. 7. Các 


mệnh đẻ đúng là b), d), e), f) ; Các mệnh đẻ sai 
là a), c). 8. Các mệnh để đúng là a), b), đ), c). 


9 
ở điểm (5: mị: b) Hai đường thẳng song 


` x— “3+3 
Mệnh để sai là c). % a) { : 
y=ð 

ài } z 1_ỲỶỉ ca 
T13 7 2c 3y+15=0;b) J* h 
3 5 ty =1*+? 
Không có phương trình chính tắc ; v— 4= 0; 

y==4+7 š 
TH dI 5 2—Í cày, s01 1030. 

y=l+X 5 3 

x+5 y-2 

10. a) TT” =*—^,b)x— 2y +9 =0, 11a) Hai 


1-2 
đường thẳng song song ; b) Hai đường thẳng 


cất nhau tại (0 ; -13) ; e) Hai đường thẳng 
56 

trùng nhau. 12. a) (3 ; 1); b "- 
rùng nhau. 12. a) 3 ; 1) ; b) " S] 
y (262 ,250\ 1; 133.97 

169 ` 169 ' 18” 18) 


p=[—.-^|; 
' | II 
c= “tr g) l5. Các mệnh để b), 


c), ce) đúng. Hai mệnh để a) và d) sai. 


16. 43936. 17. œ+by+c+lNd +b2 =0, 
ax+by+e= ba? + =0.l8.vx+2y— 


= 0; y- 2= 0. 19. Không tổn tại 
20. +42) ~3)+(y~D= 0 
d-42)œ~3)+(@-D=0. 21 


a) b) và 


d) Đúng ; €) Sai. 22. a) (v= l)” + (y~ 3)”= 
b) @ +2)” + y” = 5. 24 a) 7 ; D), 


b) 12 ; 3), ® = 


1 & 
Re. 33— 8m” với điểu kiện ÙmÌ< 
24 œ- 3 + yˆ= 8.25. a) œ— DĐ” +(y— DÝ=1; 
&- 92+ @- 5l = 25 b) (x-3) 


3S” 25. 2 3Ý 25 
+ly-=| =—~ và (x+1} +|y->| =—~: 
Nj 1 3j 4 


26 (1 ;~2) và ($:-ÿ)xux~r+ 2o 
=0 và 3v~ y— 2N10 =0;b) 2v— y+ 2/5 =0 
và2v- y— 2Ñ5 =0;c) y+2= 0 vàv~2=0, 
28. Ùm + 5] > 2xÏ10 : A và (© không cắt nhau ; 
km + 3| = 210 : tiếp xúc ; Ùè + 3| < 2V10 : 
cất nhau. 29. _3,rữữ Ỷ _3, H1 h 
2 2 2ø 
30. a), b) và d) đúng ; c) và c) sai. 31. a) Toạ độ 
các tiêu điểm là (+21 ; 0) ; Toạ đỏ các đỉnh 
là Œ5 ; 0) và (0 ; #2). Độ dài trục lớn 2ø = 10, 
độ đài trục bé là 25 = 4 ; b) (+\Š;0), 
Œ3 ; 0) và (0;32) ;2= 6,2b=4;e) (>3 ; 0), 
=2 


ND z 
l6 4 20 16 
An. 


2 
T=1.3s) MN= |s - >x|= # 


» xÍ*8.⁄8)  „(*Ẽ, 48), 


4 
34. e > 0,07647. 35. Tập hợp điểm M là elip 
2 3 
Ty TL 36. Các 
G) 
mệnh để a), b), d) đúng ; e) sai. 37. a) Tiêu điểm 
FI—AH3 : 0), F2(Ÿ13 ; 0). Độ dài trục thực 
24 = 6. Độ dài trục ảo 2b = 4. Phương trình 


có phương trình 


các đường tiệm cận y = tậa ¡ b) Tiêu điểm 


Fi(~5; 0), Fa(5 ; 0). Độ dài trục thực 24 = 6. Độ 
dài trục ảo 2b = 8. Phương trình các đường tiệm 
cận y= +ạy ¡e) Hai tiêu điểm là —AT0 ; 0) 


và (V10; 0). Độ dài trục thực bằng 6, độ dài trục 
ảo bằng 2. Phương trình các đường tiệm cận 


VN SP 
7.17) 
1ã 13 


=1.42. a), b) và d) sai ; c) đúng. 


48. a) y?= 12v; b) yŠ= x;e) == 2p. 


45. d ; A) = áp . Đường tròn đường kính AB 
tếp xúc với đường chuẩn A. 46. 
"... . 47. a) Tiêu điểm 


FQ.5 ; 0), đường chuẩn x + 3,5 = 0 ; b) Tiêu điểm 
: 0 

Fi(-Nñ ; 0), đường chuẩn A; : x+—~= 0. 
: 5 ' xã 


Tiêu điểm #; (3 ; 0), đường chuẩn A; : 


x— 1P, = 0 ;e) Tiêu điểm F\(—VÏ5 : 0), đường 


Kg 


chuẩn Ai : x + 


14 


= 0. Tiêu điểm Z2(Ï15 ; 0), 


đường chuẩn A; : x _ 0. 
15 

Ôn tập chương II 

1. 4) Ai, A; cất nhan ; 


c2 tất : 
2.0) J7 2h p)~5-+21<1; sj 4M: A) 
y=~l+3 Ï 


2 
3 


b) Ai/ƒ A¿ ; e) AI= À¿ 


MỊĨ 


= 1/8; d(N; A) =2; d(P; A) = 0.8 ; A cất hai 
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cạnh ấP và MP, không cắt cạnh #. d) Gọi ø và 
Ø lần lượt là góc giữa A với Óv và Oy, œz 36°52'; 
8x» 538. 3 a) xT—y+2>0.b) Ø'= C2; 2); 
c)MĂ= (- _ 3) AÂavr+by+e= 21g + byp+ c) 
=0.5%x+3y- 30 = 0 và 2y - 5y + 39 = 0. 
6, 8) m < _ hoặc m > 0 ; b) Tập hợp tâm của 
các duòng tròn là hai phân của đường thẳng có phương 


trình 2v + y— 


= 0, ứng với x < 0 hoặc vệ 


8. 2ø =á;)x+2(\ =bạ)y+c¡ — cạ = 0. 
9a) v+2=0, 5y+ 12y— 26= 0; b)AT= AT'= 3, 
I2 
tich 10. a) (E) có hai tiêu điểm (—I ; 0) 
và (1; 0); b) #7) có hai tiêu điểm (-3 ; 0) và 
G : 0): © (5:0) và (5:0). 
HH, a) -2V6<m<26j6 ; b) m = +26. 
12. a) Elip có các tiêu điểm (4; 0), (4 ; 0), các 
đỉnh 5 ; 0), (5; 0) và (0; -3), (0; 3); 


TT'= 


Bài tập trắc nghiệm chương III 

1, (C); 2, (B); 3. (A); 4 (D); 5. (A); 6. (D); 7. (B); 
8. (A); 9. CB); 10. (B); 11. (A); 12. (B); 13. (A); 
14. (D); 15. (A); 1ó. (D); 17. (D); 18. (B); 19. 
(A); 20. (C); 21. (A); 22. (D); 23. (D); 24. (C). 
Ôn tập cuối năm 

1. ec) 
ữ.AC =0, 


Đặt =AA'+DB'+CC" ta có 


= Ú, suy ra ñ = ở ¡ d) Phân 
tích mỗi vectơ AB,, ØC, CA, thành tổng hai 
vectơ theo quy tắc hình bình hành. 


2a) AM = ^AB + LẠC; CN =LAB — AC ; 
3 3 3 


b) 352 = 2c”. 3, a) Á ~ 83”, B 


^/46 x79 
b) mụ = + Tụ = » Hạ = h 
2 2 D2 
gấT #ủ `". =: 4. a) Tam 
4 2 7 


giác ABC có A = 60° ; b) Sử dụng # = 3ed, 


= Tp = 6i, 5, a) AB": b% + gy — ab" = 0, 
? 2 


A®.:bx+a%w ab= 0; b) AB” và A'B cắt nhau 


b 
khi —#^— hay aÐ' - áb # 0, giao điểm 
P 


b 
Ũ PIÚ S0), bb{a=) T 8-- da œŒ 
db=ab ab=ab a'bab 


SUY ra C7 và CC cùng phương, hay ba điểm 
C,T,C' thắng hàng : d) a'bˆ= 2ab. 6. a) OA8 là 
tam giác cân tại A, Soag= 12; b) ~ 3)” + 


ĐI cơ 
(:-;) I2” toi 2e 0e g) œ-3'+ 
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8 
a) (Š-»Je+s 
m 
-§@y~m)=0 ;¡ b) đ(Ø;MIM)=4 ; 
e) Đường thẳng MỊM; luôn tiếp xúc với 
đường tròn tâm Ø, bán kính # = 4 ; 
4@m” = 16) l6m 
1¬ =—.S. 3 b) ta, 


đ p= 
mỸ +16 m” +16 


= 1. Hai tiêu điểm 


Š X 
e)7 nằm trên elip — 
Ệ 16 


X 


C23; 0) và BOAl3; 0). 8 a) y= sa 
y=~Š ; b)32; 4) (@M3~3)x~6y~203+24= 0, 
xp=8+243,sp= 4+ 43, xo= 5 =2, 


\ø= =: ;e) Gọi 7 và 7 lần lượt là 


trung điểm M, PO thì x = x/ Do 7, J 
cùng thuộc đường thẳng 8M nên 7 = J. 9. a) 
Fq ;0),d4:x+1=0;b)K=(CI;m), 


#N=(0;:m), M= f£:›) ;e) 4L— 2m + m” 


0; 


đ) Dường thẳng 7 có vectơ pháp tuyến 
1 = (4 — 2m), KF cùng phương với 7. Vậy 
KF LIM. 


BẢNG THUẬT NGỮ 


Bán kính qua tiêu (đối với elip) 98 

Bán kính qua tiêu (đối với hypebol) 105 

Biểu thị một vectơ theo hai vectơ không 
cùng phương 22 

Biểu thức toạ độ của các phép toán 
vectơ 28 

Biểu thức toạ độ của tích vô hướng 50 

Bình phương vô hướng của một vectơ 46 


€ 


Công thức Hê-rông 59 
Công thức hình chiếu 49 
Công thức trung tuyến 58 


D 


Diện tích tam giác 59 


Đ 


Điều kiện để ba điểm thẳng hàng 21 
Điều kiện để hai vectơ cùng phương 21 
Đỉnh của elip 100 

Đỉnh của hypebol 106 

Đỉnh của parabol 111 

Định lí côsin trong tam giác 53 

Định lí sin trong tam giác 55 

Độ dài của vectd 7 

Độ dài đại số 26 

Đường cônic 112, 114 

Đường chuẩn của elip 113 

Đường chuẩn của hypebol 113 


Đường chuẩn của parabol 110 
Đường tiệm cận của hypebol 107 
Đường tròn 91 


E 


Elip (đường elip) 96 

@ 
Giải tam giác 61 
Giá trị lượng giác của một góc 41 
Góc giữa hai vectd 44 
Góc giữa hai đường thẳng 88 
Gốc toạ độ 25 


H 


Hệ trục toạ độ 25, 26 

Hệ số góc của đường thẳng 77 

Hiệu của hai vectơ 15, 16 

Hình chữ nhật cơ sở (đối với elip) 100 
Hình chữ nhật cơ sở (đối với hypebol) 107 
Hoành độ 27, 40 

Hypebol (đường hypebol) 104 


K 


Khoảng cách từ một điểm 
đến một đường thẳng 85 


Mặt phẳng toạ độ 26 


N 


Nhánh của hypebol 106 


P 


Parabol (đường parabol) 109, 110 
Phương tích của một điểm 

đối với một đường tròn 50 
Phương trình các đường phân giác 87 
Phương trình chính tắc của đường thẳng 82 
Phương trình chính tắc của elip 98 
Phương trình chính tắc của hypebol 105, 106 
Phương trình chính tắc của parabol 110, 111 


Phương trình đường thẳng theo đoạn 
chắn 77 


Phương trình đường tròn 91 

Phương trình tham số của đường thẳng 80 
Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 93 
Phương trình tổng quát của đường thẳng 75 


Q 


Quy tắc ba điểm 12 
Quy tắc hình bình hành 12 
Quy tắc về hiệu vectơ 16 


T 


Tam giác Hê-rông 60 
Tâm đối xứng của elip 100 

Tâm đối xứng của hypebol 106 

Tâm sai của đường cônic 114 

Tâm sai của elip 101 

Tâm sai của hypebol 107 

Tâm sai của parabol 114 

Tham số tiêu của parabol 110 

Tích của một vectơ với một số 18, 19 
Tích vô hướng của hai vectơ 39, 44, 45 
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Tiêu cự của elip 97 

Tiêu cự của hypebol 104 

Tiêu điểm của đường cônic 114 
Tiêu điểm của elip 97 

Tiêu điểm của hypebol 104 

Tiêu điểm của parabol 110 

Toạ độ của một điểm 25, 28 

Toạ độ của vectơ 25, 26 

Toạ độ của trọng tâm tam giác 29 
Toạ độ trung điểm của đoạn thẳng 29 
Tổng hai vectơ 9, 10 

Tung độ 27, 40 

Trục ảo 106 

Trục bé 100 

Trục đẳng phương của hai đường tròn 119 
Trục đối xứng của elip 100 

Trục đối xứng của hypebol 106 
Trục đối xứng của parabol 111 
Trục hoành 26 

Trục lớn 100 

Trục thực 106 

Trục toạ độ 25 

Trục tung 26 


Vectơ 3, 4 

Vectơ bằng nhau 7 
Vectơ chỉ phương 80, 81 
Vectơ cùng hướng 5, 6 
Vectơ cùng phương 5 
Vectơ đối 15, 16 

Vectơ - không 5 

Vectơ ngược hướng 6 
Vectơ pháp tuyến 75 
Vectơ vuông góc 44 

Vị trí tương đối của hai đường thẳng 78 


MỤC LỤC 


Chương I- VECTƠ 
§1. Các định nghĩa 
§2. Tổng của hai vectơ 
§3. Hiệu của hai vectơ 
§4. Tích của một vectơ với một số 
§5. Trục toạ độ và hệ trục toạ độ 
Ôn tập chương I 


Chương II - TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ VÀ ỨNG DỤNG 
§1. Giá trị lượng giác của một góc bất kì (từ 0° đến 180°) 
§2. Tích vô hướng của hai vectơ 
§3. Hệ thức lượng trong tam giác 
Ôn tập chương II 


Chương IIl- PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ TRONG MẶT PHẲNG 
§1. Phương trình tổng quát của đường thẳng 
§2. Phương trình tham số của đường thẳng 
§3. Khoảng cách và góc 
§4. Đường tròn 
§5. Đường elip 
§6. Đường hypebol 
§7. Đường parabol 
§8. Ba đường cônic 
Ôn tập chương III 

Bài tập ôn cuối năm 

Hướng dẫn - Đáp số 

Bắng thuật ngữ 


Trang 


104 
109 
112 
115 
126 
129 
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